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1 Introduktion

I den har kursen ska vi helt enkelt borja om. Vi ska borja fran enkla och férhoppningsvis rimliga
idéer och bygga upp all trigonometri och analys dérifran. Ni har sdkert last mycket matematik
i gymnasiet och ar till och med ganska duktiga studenter, sa varfor skulle vi atervanda till
matematikens borjan? I gymnasiet har ni med all sannolikhet koncentrerat er pa metoder,
det vill siga pa hur man kan komma fram till de ratta svaren till numeriska fragor. Men pa
universitetsniva ar vigen till svaret viktigare—vi ldgger mer vikt pa att argumentera och tianka
logiskt &n pa att bara halla med lararen eller facit i boken.

En skeptiker skulle kunna svara: "Men i matematik ar ndgonting antingen réatt eller fel och
jag ar duktig pa att komma fram till det rédtta svaret, sa det ar ingen idé att upprepa sa mycket.”
Till skeptikern sédger jag att fastin du sédkert forstar bra vad du har lirt dig ar jag overtygad
om att genom att lara dig logiken bakom far du en mycket djupare och intressantare kunskap
an genom att bara lidra dig vissa metoder.

Till det skulle kunna skeptikern svara: ”Jo, men jag ar bara intresserad av tillimpningar
av matte och &r inte intresse av sjalva d&mnet.” Den synpunkten forstar jag, men syftet med en



universitetsutbildning ar att ge mojlighet att skaffa sig nya kunskaper och tillampningar. Visst
finns det vissa begrepp ni méaste lara er for att klara sarskilda kurser, men jag vill ocksa lara er
nagonting allmént tillampbart, det vill sdga, jag vill ge er ett siatt att tdnka som kan tillampas
pa vilket problem som helst.

Matematik ar ett unikt &mne som befinner sig mellan konst och vetenskap. Det &r mer kraft-
fullt &n andra vetenskaper—des som ar bevisat ratt i matematik ar ratt for evigt. Matematiken
ar lika vacker som den vackraste konst, sa jag tror ni kommer njuta av den har kunskapen.

2 Grundlagande koncept och verktyg

2.1 Logik och rakneoperationer
2.1.1 Logik

Framfor allt &r matematik ett satt att tdnka. Den ar forstas ett amne diar man funderar pa tal
och monster men en matematiker anviander deduktiva slutledningar for att upptéicka sanningar
om varlden. For att forsta matematik ér det viktigt att man forstar deduktion. I det har avsnittet
tittar vi lite ndrmare pa logiska argument, hur man bygger dem och hur de kan ga fel. Aven om
det ar svarare att komma i gang pa detta sidtt kommer man ldngre dn man skulle kunna tro.

Vi kommer att betrakta manga pastaenden. Ett pastdende dr en mening som kan vara an-
tingen sann eller falsk. Till exempel:

Jag har en dotter; (2.1)
Kopenhamn ar Danmarks huvudstad; eller

Kopenhamn ligger i Tanzania.

Vi vet alla att (2.2) &r sant och (2.3) ar falskt. Sanningen av (2.1) beror pa vem som séger det,
men vid alla tillfillen dr det antingen sant eller falskt.

Om man vet eller antar att nagra pastdenden &r sanna (sa kallade antaganden) sa kan
man anvinda deduktiva slutledningar for att bygga nya pastaenden som ocksa &r sanna nar
antagandena stammer (och kallade slutsatser).

Sveriges riksdag ligger i Sveriges huvudstad.
Sveriges huvudstad kallas for Stockholm.
Darfor ligger Sveriges riksdag i Stockholm.

Men vi maste vara forsiktiga att undvika ogiltiga argument:

Alla faglar lagger agg.
Kackerlackor lagger édgg.

Darfor ar kackerlackor faglar.

Att alla faglar lagger 4gg medfor inte att alla djur som lagger dgg ar faglar. Ibland kan det vara
svart att se problemet i ett argument:

Alla manniskor som foddes i Paris foddes 1 Frankrike.
Jean Paige foddes i Paris.

Darfor foddes Jean Paige i Frankrike.
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Det ser rimligt ut, men Jean Paige foddes faktiskt i USA. Problemet ligger i hur man tolkar
ordet "Paris”. I forsta pastaende menar vi Frankrikes huvudstad, men i det andra pastaendet
pratar vi om Paris, Illinois. Bada antagandena ar sanna men enkla att misstolka.

Fran enkla pastaenden kan man bygga mer komplicerade pastaenden: Om tva pastaende ar
sanna kan vi lagga ihop dem med ordet "och™:

Jag bor pa landet.
Jag jobbar i stan.
Déarfor bor jag pa landet och jobbar i stan.

Om det finns tva eller flera alternativa kan man anvander "eller”:
Jag tar antingen busen eller tunnelbanan till jobbet. (2.4)
Negation ér ett fornekande av ett pastaende. Till exempel, negationen av (2.3) &r:
Kopenhamn ligger utanfor Tanzania.

Ibland néar vi forsoker forneka ett pastaende ser vi att det inte var sa tydligt som vi trodde. Till
exempel &r negationen av (2.1) kunde vara:

Jag har ingen dotter; (2.5)
eller,
Jag har antingen ingen dotter eller mer én en dotter.

Rent logiskt ar (2.5) negationen av (2.1). Men forvirring kan uppsta pa grund hur vi brukar
tolka saker som (2.1). I vardagsprak skulle det vara konstigt att gbmma man har flera barn &n
man siger, men rent logiskt ar det helt mojligt. Inom logik (och matematik) maste vi hélla oss
till det som verkligen sdgas och slipper de underforstadda delar! Jamfor (2.1) med det f6ljande
pastaendet:

Martin har en penna.

Hér skulle ingen tédnker det var konstigt om Martin hade flera pennor &ven om han bara sa han
har en. Det samma géller nar man anviander "eller”: (2.4) utesluter inte att man tar bade busen
och tunnelbana till jobbet. Om du skriver nagonting du tror kan misstolkas sa ar det bast att
fortydliga.

For tva pastaenden A och B skriver vi A = B for att sdga A medfér B. Det ar ekvivalent
med att sdga B medfirs av A, eller B <= A. Men observera att det ar inte det samma som
B = A: Att jag parkerade fel medfor att jag far en bot, men att jag fick en bot medfor inte
att jag hade parkerat fe. Om A = B och B = A skriver vi A <— B.

For ett pastaende A skriver vi —A for negationen av A. Till exempel:

A = "Varje land har en flagga.”

—A = "Det finns ett land som inte har nagon flagga.”

Pastaendet =B = —A ar kontrapositionen av A — B. Bade pastaendena ar logiska
ekvivalent, det vill siga A = B om och endast om =B = —A. Till exempel:

Om taget ar forsenat ringer jag till frugan;
ar ekvivalent med

Om jag har inte ringt till frugan sa ar taget inte forsenat.
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2.1.2 Hur man skriver argument inom matematik

Man kan sidga att matematik dr en tillaimpning av logik. Varje pastaende i matematik foljs av
ett logiskt argument fran grundlédggande begrepp, sa kallade axziom som man antar utan fragor.
I nasta avsnitt kommer vi titta lite narmare pa axiomen som racker for att rdkna med tal, men
forst tanker vi pa hur man beskriver vara matematiska tankar for andra.

Det skulle vara oerhort trakigt och langsamt att bevisa alla nya pastaende fran axiomen, sa
istallet bygger vi upp olika anvindbara pastaenden som vi noggrant bevisar med hjélp av axiom
tillsammans med pastaendena vi har bevisat tidigare. I princip kan alla pastaenden bevisas fran
axiomen fast vi behover inte upprepa ett sa langt argument for att visa det. Pa sa séitt sparar
man tid, men dnnu viktigare ar att man skapar nagon slags intuition 6ver &mnet. Man kan tanka
att verkligheten ar ett morkt rum och matematisk logik ar en ficklampa som visar oss vad som
finns i rummet. Genom att skriva ner pastaendena ritar vi en karta 6ver rummet. Ficklampan
ar jattebra att avsloja enskilda foremal men kartan ger oss en béttre bild 6ver hela rummet.

Till skillnad fran en ficklampa kan det vara svart att avsloja vad som finns i rummet. Till
exempel, nigra geometriska problem som betraktades i antiken lostes forst under 1800-talet.
Viktiga pastaenden kallas for satser. Det kan vara bade smidigt och nodvéindigt att infora
definitioner som precisera vad ett tekniskt ord eller begrepp egentligen betyder. Det gor det
lattare att prata om idéer precis som ett bra ordforrad gor det enklare att uttrycka sig.

Nu gar vi genom ett exempel, som forhoppningsvis gor idéer tydligare. Vi antar att man
redan ar van vid enkla rdkneoperationer med tal och forstar likhet och olikhet mellan tal (men
aterkommer till dem i avsnitt 2.2 nedan). I figur 1 finns det en paminnelsetabell om grundlég-
gande notation vi anvander oss av genom texten. Vi borjar med en definition.

Begrepp Notation Betydelse
Relationer Likhet a=1> ‘a ar lika med b’
Olikhet a#b ‘a ar inte lika med b’
a<b ‘a ar strangt mindre an b’
a>b ‘a ar strangt storre an b’
a<b ‘a dr mindre an eller lika med &’
a>b ‘a ar storre an eller lika med b’
Operationer Addition a+b ‘a plus v’
Subtraktion a—>b "a minus 0’
Multiplikation ab, a X b eller a - b ‘a ganger b’
Division a/b, ¢ eller a b ‘a delat med b’
Kvadrering a? ‘a ganger a’

Figur 1: Notation for att anteckna relationer mellan och operationer pa tva tal a och b. Man
anvander ocksa parentes ’'(* och 7)’ for att markera en operatorprioritet som skiljer sig fran den
vanlig: multiplikation och division forst, sen addition och subtraktion.

Definition 2.1. Givet tva positiva heltal n och m kallar vi r resten av n delat med m om
n=qm+r for nagot positiva heltal q (2.6)

ddr r dr ett heltal sadant att 0 < r < m.?

ITill exempel, cirkelns kvadratur (https://sv.wikipedia.org/wiki/Cirkelns_kvadratur) och vinkelns
tredelning (https://sv.wikipedia.org/wiki/Vinkelns_tredelning).

2Nir man skriva tva olikhet eller likhet tillsammans det betyder att bada giller samtidigt: s& héir till exempel
0<rochr<m.
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Terminologien i definition 2.1 ar lite tydligare om vi skriver (2.6) i den ekvivalenta formen
n/m=q+r/m.

Nu vet vi precis betydelsen av ordet rest och kan ga vidare och undersoka egenskapen hos tal.
Nést upptécker vi en sats som ar langt ifran uppenbar utan ett bevis. Det handlar om begreppet
rest vi har definierat i definition 2.1 samt de grundléggande begrepp positiva tal, olikhet och
division.

Sats 2.2. Betrakta tre positiva heltal nqy, ny och m sadana att:
1. nq delat med m har rest 1; och
2. ny delat med m har rest 1.

Da dr resten av produkten niny delat med m ocksa 1.

For att dela upp texten lite tydligare anvinder vi oss av en rubrik i kursivstil ” Bevis” som
siger beviset borjar. Och slutar med en lite fyrkant (1”7 som sdger beviset ar klart.

Bevis. Eftersom ny delat med m har rest 1 vet vi fran (2.6) att det finns ett positivt heltal ¢
sa att

ny = qgm—+ 1.

Eftersom ny delat med m har rest 1 vet vi ocksa fran (2.6) att det finns ett positivt heltal g, sa
att

ng = gam + 1.

Darfor kan vi dra slutsatsen att
mny = (m+ 1) (gem + 1) = (uem + ¢ + g2)m + 1,

sa (2.6) i Definition 2.1 uppfylles med n = nine, ¢ = (1¢2m + ¢1 + g2) och r = 1. Dessutom
eftersom 1 é&r, till exempel, resten av n; delat med m sa ar 0 < 1 < m. Darfér uppfyller 1 alla
krav fran definition 2.1 att vara resten av n;ns. delat med m. O

Observera att rent logiskt ar det okej att anvinda antagandena fran satsen i sitt bevis, men
inte slutsatsen! Den maste bevisas utan att anvianda nagonting vi har inte bevisat tidigare. I
beviset har vi anvént oss av bara egenskapen (2.6) fran definition 2.1 som géller enligt satsens
antaganden 1 och 2.

Till sist observera att vi skriver matematik i hela meningar. Visst anvander vi ocksa mycket
matematisk notation for att skriva snabbt och tydligt, men det kan inte ersatta vanliga ord helt
och hallet. Ord hjalper oss att forsta vad det &r man antar, hur man raknar fram det och vad man
kan dra for slutsatser. Utan den forklaringen skulle argumentet vara otydligt. Det samma galler
nar man loser uppgifter eller problem i arbetslivet. Det ar helt okej att skriva korta anteckningar
for att sjalv forsta problem eller forklara for en vian medan ni sitter och pratar, men det racker
inte som en fullstdndigt 16sning om man inte kan ldsa den och forsta utan foregaende kunskap
om problemet. For att veta om det du har skrivit racker som en fullstandigt 16sning, tank om
du skulle kunna vara nojd om du laste den som en losning i en larobok. Dér har man ingen
mojlighet att utvidga 16sningen med ytterligare forklaringar, sa allt maste finnas redan i texten.
Fardigheten att forklara sina tankar skriftligt &r en viktigt del av en universitetsutbildning.
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2.2 Langdmatt och de reella talen

Vi har redan pratat om tal och anvant oss av rakneoperationer men nu vander vi tillbaka och
funderar 6ver vad det ar vi antar om de begrepp samt talen vi raknar med. Vi stéller fragan:
Vad ar tal?

Det ar ett svart begrepp att definiera som det ofta &r nér ett begrepp ar sa fundamentalt.
Precis som en ordbok aldrig lyckas att definiera ett ord utan att lita till andra ord, det verkar
som vi inte kan klara det med tal heller. Trots att vi inte precis kommer definiera tal kan vi fa
bra intuition pa féljande satt.

For att komma igang snabbt men fortfarande med tillracklig noggrannhet ska vi anvanda
oss av geometriska koncept. Vi forestaller oss en rat linje och en punkt pa linjen som vi kallar
for noll (tecknas 0). Linjen fortsatter for evigt till bade vanster och hoger om punkten 0. Nu tar
vi en annan punkt pa linjen, till héger om 0 och kallar den for ett (tecknas 1). Punkten som har
samma avstand till hoger om 1 som 1 ligger till hoger om 0 kallas tva (2). Och pa sé sétt kan vi
fortsdatta och hitta alla punkter som representerar icke negativa heltal 0,1,2,3, . ... Icke negativa
heltal 0,1,2,3,... kallas ocks& for naturliga tal.® P& liknande sitt representeras vinster om 0
alla negativa heltal —1,—2,—-3,....

De reella talen ska definieras som alla punkter som ligger pa linjen, som vi kallar reella linjen.
Det vill siga inte bara de hela talen --- —2 —1,0,1,2,3,... utan ocksa alla punkter som ligger
emellan. Var definition ar pa nagot sétt bristfallig. Till exempel antar vi redan nu att man vet
vad punkt, linje, avstand, och sa vidare, betyder. Men forhoppningsvis har ni en bra kénsla for
de geometriska begreppen och vi kommer att utveckla idéerna mer under kursens gang.

Till reella tal ldggs tva kompositionsregler, addition (som tecknas '+’) och multiplikation
(som tecknas antingen 'x’, -’ eller bara genom att skriva tva tal bredvid varandra). Till skillnad
fran de reella talen dr det lattare att lagga en stabil grund for de reglerna. Vi undersoker de
tillsammans med deras motsatser, subtraktion och division (—, och =+ eller /) i avsnitt 2.2.1.

2.2.1 Ett axiomsystem for de reella talen

I det har avsnitt kommer vi fundera pa de grundlidggande axiom vi antar om aritmetik med reella
tal samt olikhet och likhet. Med de dar axiomen kan man vid behov kontrollera att de vanliga
rakneroperationerna vi anvander oss av stammer. Det kan vara latt att glomma grundlaggande
riknerreglar sa de funkar ocksd som en nyttig paminnelse. Fast de ser sa uppenbara ut vill vi
anteckna det hér: Senare i kursen upptéacker vi sa kallade komplexa tal och da ser vi att nagra
axiom for reella tal inte stammer for komplexa tal och darfor paverkar det hur man far rakna
med dem.

I reella tal finns det tva overallt definierade kompositionsregler, addition (tecknas +) och
multiplikation (tecknas X, - eller bara genom att skriva tva tal bredvid varandra). En ordnings-
relation < definieras ocksa. Reella tal tillsammans med kompositionsreglerna och ordningsrela-
tionen uppfyller de foljande axiomen.

I De algebraiska axiomen:
(a) a+b=>b+ a och ab = ba for alla reella tal a och b (de kommutativa lagarna);
(b) (a+b)+c=a+ (b+c) och (ab)c = a(bc) (de associativa lagarna);
(¢) a(b+ c) = ab+ ac for alla reella tal a, b och ¢ (den distributiva lagen);

)

(d) Det finns tva olika tal 0 och 1 sa att a +0 = a och a x 1 = a for alla reella tal a
(existens av neutrala element);

3Man maéste vara lite forsiktig eftersom definitionen av naturliga tal varierar beroende pa forfattaren. Ibland
rédknas inte talet 0 som ett naturligt tal.
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(e) Till varje a # 0 finns det inversa element —a och a™! sd att a + (—a) = 0 och
a x a~! =1 (existens av invers).?

IT Ordningsaxiom:

(a) For godtyckliga a och b giller en och endast en av méjligheterna a < b, a = b och
a > b (trikotomi);

(b) a < boch b < ¢ medfor att a < ¢ (transitiva lagen);
(¢) a < b medfor att a + ¢ < b+ ¢ for alla reella tal ¢

(d) a < boch 0 < ¢ medfor att ac < be.

Det finns ytterligare ett par axiom men det ska vi ta upp i avsnitt 3.2.3. Med axiomen ovan
tillsammans med dem i III i avsnitt 3.2.3 kan vi komma fram till alla de reella talens egenskaper.
Att skriva a > b har samma betydelse som b < a. Vi anvinder ocksa notationen a < b for att
sdga antingen a < b eller a = b samt a > b for att sdga antingen a > b eller a = b.

Observera i I(e) skriver vi om existens av inversa element istéllet for subtraktion och division.
Antagandet att addition och multiplikation funkar som i I och II tillsammans med existensen
av inversa element gor att vi kan definiera subtraktion och division.

Definition 2.3. Givet tva reella tal a och b definieras operationerna substraktion och division
enligt:

1. a—b:=a+ (=b); respektive
2. a/b:=a(db™') omb#£0.

Det vill sdga subtraktion av b definieras som addition av inversa elementet —b och division med
b definieras som multiplikation med inversa elementet b".

Axiomen I och II rdcker for att komma fram till alla rdknerreglarna vi ar vana vid fran skolan.
Speciellt far man gora lika rakneoperationer pa bade leden av en likhet och behélla likheten.

Sats 2.4. For reella tal a, b och ¢ medfor pastaendet a = b att
1. a+c=b+cy
2.a—c=b—c;
3. ac = bc; och
4. a/c=0blc omc#0.

Innan vi bevisar satsen ar det bra att tala om hur bevisningen gar till. Det &r ett motségel-
sebevis. Ett motsdgelsebevis ér ett bevis dar vi antar att satsen vi vill bevisa ar felaktig och sen
kommer fram till en motsédgelse. Darifran drar vi slutsatsen att antagandet ar fel och alltsa ar
satsen ratt!

4Som skrivet ovan anviinder vi ocksé notationen 1/a = a~! samt a/b=a x b~ 1.

STecknet :=" betyder att vinsterledet definieras som hégerledet.
6Det finns en stor filosofisk debatt kring metoden, men det #r nigonting fér en annan kurs.
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Bewvis. Vi bevisar bara 1 och lamnar de andra som 6vning at lasaren.

Enligt II(a) har vi tre mojligheter och precis en av de maste stimma: Antingen a+c¢ < b+c,
a+c>b+celler a+c=0b+ c. Om vi lyckas utesluta de tva olikheterna sa ar likhet den enda
mojligheten.

Forst antar vi att a + ¢ < b+ ¢. Enligt I(e) far vi anvénda II(c) med talet —c och far

(a+c¢)+ (—c) < (b+¢)+ (—c) (2.7)
Da ar vénsterledet
(a+c)+(—c)=a+(c+(—¢)=a+0=a (2.8)
I(Tb) I(Te) I(Ti>
och hogerledet ar
(b+c)+(—c)=b+(c+(—¢c) =b+0=0. (2.9)
1(Tb) I(Te) I<Ti)

Da far vi skriva om (2.7) som a < b vilket 4r en motsagelse till @ = b enligt II(a).
Sen antar vi att @ + ¢ > b+ c¢. Enligt I(e) far vi anvinda II(c) med talet —c och far

(a+c)+ (—c) > (b+c)+ (—c¢) (2.10)

Enligt (2.8) och (2.9) far vi skriva om (2.10) som a > b vilket dr ocksa en motségelse till a = b
enligt II(a).
Dérfor ar den enda mojligheten kvar fran Il(a) att a + ¢ = b+ ¢ och 1 ar bevisat. O

Nedan har vi flera exempel pa enkla rakneregler som foljer av axiomen.

Exempel 2.5. Bevisa att a0 = 0 for alla reella tal a.
Enligt I(d) (meda=10) dr0=0+0 och si a0 = a(0+0) = a0+ a0 enligt I(c). Sedan medfor
I(b), 1(d) och I(e) att 0 = a0 + (—(a0)) = (a0 + a0) 4+ (—(a0)) = a0 + (a0 + (—(a0))) = a0.

Exempel 2.6. Bevisa att (b+ c¢)a = ba + ca for alla reella tal a, b och c.
Enligt 1(a) dr (b+ c)a = a(b+ ¢) och a(b+ ¢) = ab+ ac enligt I(c). Sedan medfor 1(a) att
ab + ac = ba + ca. Darfor kan vi dra slutsatsen att (b+ c¢)a = ba + ca.

Exempel 2.7. [(e) siger att for ett givet reella tal a finns det minst ett tal —a sd att a+(—a) = 0.
Bevisa att —a dr det enda tal som uppfyller det kriteriet. Det vill sdga, bevisa att b= —a dr det
enda talet sa att

a+b=0. (2.11)

Anta att b = by och b = by dr tvd tal som uppfyller (2.11). Vi vill bevisa att by = by. Enligt
I(a) vet vi att det medfor att by+a = by+a och sen medfor 1(d) och I(b) att by = bi+(a+(—a)) =
(b1 +a) + (—a) = (ba +a) + (—a) = by + (a + (—a)) = by. Darfor dr by = bs.

Exempel 2.8. Bewvisa att a(—b) = —(ab) for alla reella tal a och b.
Eftersom vi vet fran exempel 2.7 att inversen —(ab) dar unik, racker det att visa ab+a(—b) = 0.
Enligt I(c), I(d) och exzempel 2.5 vet vi att ab+ a(—b) = a(b+ (=b)) = a0 =0

Exempel 2.9. Bevisa att a < b och ¢ < 0 medfor att be < ac.

Observera forst att enligt I(e) finns det ett —c sd att ¢ + (—c) = 0. Sedan om ¢ < 0 dr
0 < —c enligt II(c). Darfor far vi anvinda II(d) och siga att a < b medfor a(—c) < b(—c).
Enligt exempel 2.8 dr —(ac) < —(bc) och sen bc = be + ac — ac < be + ac — be = ac.
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2.2.2 Heltalspotenser

Precis som multiplikation ar upprepad addition kan vi ocksa upprepa multiplikation. Vi defini-
erar

a*:=aa...a (2.12)
——

n ganger

for reella tal a och positiva heltal n. T synnerhet &r a' = a, a®> = aa (a i kvadrat) och a® = aaa
(a i kubik).
Vi definierar ocksa
a™:= ()" och =1 (2.13)

for reella tal a # 0 och positiva heltal n. (Observera att vi har definierat a=* pa tva sitt: forst
i I(e) fran avsnitt 2.2.1 som inversa element till @ och enligt (2.13) som (a™!)!. Men de tva
uttrycken ar lika med varandra.)

I borjan kdnns det lite konstigt att ha tre olika definitioner for a” beroende pa vilket fall
fran 1I(a) n hamnar i. Foljande sats gor definitionerna lite mer rimliga. Tyvérr kriver satsens
bevis manga fall att ga genom pa grund av definitionernas olika former.

Sats 2.10. Givna godtyckliga nollskilda reella tal a och b, och hela tal n och m de féljande regler
gdller.

2. a"a ™ =a""",

3. a™b" = (ab)",
4. (@)t =a™", och
5. (a™)™ =a"™.

Bewvis. Vi bevisar bara 3 och 4 och lamnar de andra som en 6vning for lasaren.
For att bevisa 3 har vi tre fall: n =0, n > 0 och n < 0.

Fall 1: n=0. Narn =0 dr a" =a’ =1, b" = b° = 1 och (ab)" = (ab)® = 1 enligt definitionen
(2.13). Sa vi far att a™b" =1 x 1 = 1 = (ab)™.

Fall 2: n > 0. Da far vi att
a’b" =aa...abb...b
—— ——

n ganger n ganger

enligt (2.12). Genom att anvanda I(a) i avsnitt 2.2.1 (n — 1) ganger far vi att

aa...abb...b=(ab) aa...a Db...b
—— —_— =

n ganger n ganger (n — 1) gdnger (n — 1) ginger
Genom att anvianda I(a) i avsnitt 2.2.1 n — 2 ganger far vi att

(ab) aa...a bb...b = (ab)(ab) aa...a bb...b
—— = —_—— =

(n — 1) gdnger (n — 1) gdnger (n — 2) génger (n — 2) génger
Pa samma satt kan vi fortsétta och kommer fram till att

ab" = gab)(ab) . (abz = (ab)".

n ganger
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Fall 3: n < 0. Vi bevisar forst 3om n = —1. D& far vi att «” = a™ ', b" = b~! och (ab)" = (ab)™!,
s& vi méste bevisa att inversen till ab &r a~'b~!. Men

(ab)(a™ b H) =a(ba )bt =a(ab)b ™t = (aa (b)) =1x1=1

enligt I(a), I(b) och I(e) i avsnitt 2.2.1. Det séger att (ab)™' =a~1071.

Satt p = —n for allméngiltiga n < 0 s& p > 0. D4 har vi att a" = a™® = (a7 )P, b" =
b = (b=1)? och (ab)™ = (ab)™® = ((ab)~')P. Men vi har precis bevisat att (ab)™' = a7 07! sa
(ab)™ = (a~'b~1)P. S& vill vi bevisa att (a=1)P(b~!)? = (a~'b~')P men det ar precis som i det
forsta fallet fast med a=' och b~ istéllet for @ och b, som redan &r bevisat.

Nu bevisar vi 4. Om n = 0 ar likheten klar, s& vi antar forst att n > 0. Definitionen (2.13)
siger att a™™ = (a~1)™ s& vi vill bevisa att (a")™! = (a=1)", det vill sdga att inversen till a" ar
(a=')™. Men enligt I(a) i avsnitt 2.2.1 har vi att

an(a—l)n — an—1<aa—1)(a—1)n—1 — an—l x 1 % (a—l)n—l — an—l(a—l)n—l.

Genom att tillimpa samma argument (n — 1) ganger far vi att a"(a™)" = 1, som sdger att
—n

a™" = (a=1)" vilket var vad som krivdes. O

2.2.3 Talbeteckningssystem for heltal

Det finns spar av att manniskor har anvant sig av aritmetik och utvecklat talbeteckningssystem
sedan forntiden och den #ldste verkar vara cirka 35 000 ar gammal [2, s. 3]. Men den alds-
ta civilisationen som vi har bra historiska bevis angaende deras anvindning av matematik &r
Mesopotamien. Vi brukar kalla det for Babylonisk matematik trots att Babylonien bara var en
del av Mesopotamien. Mesopotamien betyder Twdflodslandet pa grekiska och var omradet runt
floderna Eufrat och Tigris i dagens Irak som hade sitt ursprung kring 3 500 f.Kr. [3, p. 2.
Men vi ska aterkomma till det babyloniska talsystemet for att det pa nagot sétt dr ganska
avancerat och det ar mer naturligt att forst tdnka pa det egyptisk talsystem som utvecklades
fem hundra ar senare cirka 3 000 f.Kr. Det borjar ganska naturligt: Talet ett skrivas som ett
lodrétt streck 1, och for tva till tio upprepar man strecket samma antal ganger som talet, sa fyra
ar 11l till exempel. I princip kunde man fortsattar i evighet och pa sa sétt representera vilket tal
som helst. Men det blir snabbt klart att det ar opraktiskt. Darfor skapade de andra tecken som
representerade hogre tal. Till exempel n stod for tio och € fér hundra och man skulle skriva

HNNNNSTLLLLREY

for 947. Observera att vi skev talet baklinges jamfort med det system vi anvander idag, men det
gjorde ingenting for fornegyptierna, man kunde skriva at bade hall eller till och med i kolonner.
Spegelbilden av en tecken kunde édven skrivas med samma betydelse [2, s. 10]. Varje potens av
tio hade sitt eget tecken upp till en million (se figur 2).

10 100 10 10* 10* 10° 10°

T T S R T-'¢

Figur 2: De fornegyptitiska tecknen for potens av tio fran ett till en miljon.

En nackdel med systemet var att det inte fanns nigot tecken for 107. Det skulle da vara
jobbigt att skriva tal storre é&n tio millioner. Medan man kunde hitta pa sadana tecken vid
behov maste man sluta nagonstans, sa ett sadant system kan aldrig ha ett tecken for alla heltal.
Det leder oss till det babyloniska talsystemet. De hade till och med 59 teckna for tal fran 1 till
59 (se figur 3).
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1 2 3 4 5 6 7 8 9
T g m ¥ ¥ w ¥ ¥ i

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
£ J AT AT £ F <F G i F

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
« «J «r T «F «F «FF «F «F «F

30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
“« « «r « “F ¥ «<HF «F «B «F

40 41 42 43 44 45 46 47 48 49
% “r “r A % S Y “¥ “¥F “F

50 51 52 53 54 55 56 57 58 59
% #T ool -3l e ' LI #«F “¥ pra i

Figur 3: De babyloniska tecknen fran och med ett till och med femtionio.

Logiken bakom tecknen ar ganska lik den bakom de egyptiska, med ett streck T for ett och
en kil < for tio. Men vad som &r intressant ar hur de skrev tal storre dn 59. Till exempel skrev
de 64 sa hér:

T ¥

De skrev tecken for ett bredvid en for fyra. Men att ettan star till vinster om fyran betyder att
det representerar 1 x 60 istéllet for ett och tecknen tillsammans representerade

1 x 60" + 4 x 60° = 64.
Pa sa sétt i princip kunde man skriva vilket tal som helst och alla skulle forsta. Till exempel,
18184 = 5 x 60> + 3 x 60" + 4 x 60°
sa man skriva ¥ T # . Ett problem med systemet ddremot var att skilja mellan exempelvis
1x 60 +0 x 60" +8x60° och 1x60"+8x60°,

eftersom de i borjan inte hade ndgot sitt att markera att talform 60! saknade. For att losa det
lamnade de ett mellanslag mitt i mellan sa de skrev

T ¥, respektive T ¥ .

Senare inférde de tecknet S som hade ocksd markerat slutet pa en mening istéllet for ett
mellanslag fast de aldrig anvinde den i slutet av ett tall [7, p. 12]

Talbeteckningssystemet vi anvander oss av idag kallas for det hindu-arabiska talsystemet.
Det har sitt ursprung i Indien (medan de &ldsta inskrifter med alla systemets drag fanns i
Kambodja, ar 683 e. Kr. [8, p.217]) och sen infordes forst av persiska och arabiska matematiker
och till slut i Europa under 800-talet. Precis som i det babyloniska talsystemet ar placeringen
av tecknen viktigt men en troligare forklaring &r att man inspirerats av ett kinesiskt stav-
talsystem [3, p. 217]. Vi har bara tio tecken (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 och 0) — att inféra tecknet
0 var en innovation eftersom for forsta gangen tolkades det som ett eget tal. Annars funkar det
pa samma sitt som det babyloniska systemet, till exempel

4308 =4 x 10> +3 x 10> + 0 x 10" + 8 x 10°,
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Det spelar ingen stor roll vilket tal b vi tar potenser av i ett talbeteckningssystem men vi
behover alltid b tecken (det hindu-arabiska talsystemet har tio, och det babyloniska talsystemet
hade 59 plus ett mellanslag). Talet b kallas for basen av talsystemet. Till exempel, i det ternéra
talsystemet ar b = 3. Man har tecknen 0, 1 och 2 och skriver

2% 3 +1x3+1x32+0x3"+2x3°

som 21102 fast det skrivs 200 i det (decimala) hindu-arabiska talsystemet.

2.2.4 Decimalutveckling

Det nésta problemet vi ska behandla dr hur vi kan identifiera eller markera varje reellt tal. Ett
siatt ar med decimalutveckling som vi nu beskriver. Ett givet tal ligger nagonstans pa linjen som
beskrevs héir ovanfor. I synnerhet ligger det mellan minst tva angransande heltal n och n+1. Vi
preciserar att ett heltal m ligger mellan m — 1 och m samt m och m + 1. En decimalutveckling
for talet borjar med n sen skriver vi en punkt” (.) sen fortsitter vi si hér.

Forst delar vi langden mellan n och n + 1 i tio delar och méarker delarna fran 0 till 9.
Vi preciserar att en randpunkt tillhor bada delarna som moéter randpunkten. Det reella talet
maste ligga i minst en del sa vi viljer en av dem, sag del a;. Sa ar a; den forsta siffran i
decimalutvecklingen. Sen tar vi del a; och delar den pa samma sétt i tio delar. Om igen maste
det reella talet ligga i minst en del sa vi véljer en, sig del as. Sa dr a, den andra siffran i
decimalutvecklingen. Vi kan upprepa proceduren hur manga ganger som helst och sen skriver
vi decimalutvecklingen som

n.aijasazay . . .

Exempel 2.11. [ figur 4 vill vi rdkna ut de forsta tva siffrorna i decimalutvecklingen av talet
som markeras med e. Sjilvklart ligger det mellan 0 och 1 sa n = 0 och sen delar vi avstandet
mellan 0 och 1 i tio delar. Vi ser att talet ligger i del 3. Det betyder att a; = 3. Sen delar vi
del 3 i tio delar och ser att talet ligger i del 6 som betyder att ay = 6. Pd sa sdtt ser vi att
utvecklingen borjar som

0.36....

Vi kan sa klart fortsdtta sa linge vi vill, antagande att man kan zooma sa mycket man wvill.

o, = © ' 2 3 ¥ 5 & 1 % 9
=T R A P T —T v 1
o P ~ |
-~ \‘\.

- S
- N -
s » =
s N "_\
o~ = © T2 3 % 5 ¢ 7 ] 9
9 ¢ ~,

Figur 4: Forst ser vi att talet markerat med e ligger i del 3 av de tio delarna mellan 0 och 1,
och sedan, néar vi zoomar in, ligger det i del 6 av del 3.

Vi kan tolka en decimalutveckling som en upprepad métning av avstandet fran 0. Vid forsta
méatningen ar vi néjda med en tiondels exakthet, nasta steg vill vi gora tio ganger béattre, och

I nagra linder inklusive Sverige kan man anviinda ett komma (,) istiillet fér punkt, men fér att undvika
forvaxling nér vi senare skriver koordinater anvénder vi en punkt.
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sa vidare. Pa detta satt foljer det samma monster som heltal, fast nu betraktar vi negativa
potenser. Ett tal har en decimalutveckling som boérjar 3.26. .. sdger att det kan skrivs som

3x10°+2x 107 +6x 1072 +...

dar ... ar en summa av fler negativa potenser av 10. Mer precist, det siger att talet ligger
nagonstans mellan

3x10°4+2x 107" +6x1072 och (3x10°+2x 107" +6x 107%) + 1072

2.2.5 Rationella tal

Ett annat sitt att markera vissa tal ar att skriva ett brak. Till exempel, néir vi delar strecket
mellan 0 och 11 tio delar, finns det ett tal som ligger pa hogerkanten av del 0 och pa vansterkanten
av del 1. Talet kallas for 1/10 eftersom det ligger en tiondel fran 0. Om vi istéllet delar strecket
i tre, kallas talet som ligger pa horgerkanten av del 1 och vénsterkanten av del 2 for 2/3. Se
figur 5. Observera att det finns flera sétt att markera samma tal. Till exempel 1 = 10/10 = 3/3
och 1/3 =2/6, och sa vidare.

Sadana tal kallas for rationella tal och definieras som alla tal som kan skrivas som n/m dér
n och m ar heltal.

Figur 5: Talen 0, 1/10, 2/10, 3/10, 4/10, 5/10, 6/10, 7/10, 8/10, 9/10 och 10/10 = 1, och
0=0/3,1/3,2/3 och 3/3 =1 tecknat som brék.

Exempel 2.12. Skriv decimalutvecklingen x = 0.6666 ... (det vill siga ar, = 6 for alla positiva
heltal k) som ett brdk.
Om vi multiplicerar bada sidor av likheten x = 0.6666 ... med 10 far vi 10z = 6.6666. . ..
Men
6.6666 ... =64 0.6666... =6 + x.

Alltsa dr 10x = 6 4+ x som i sin tur siger att 9z = 6. Om vi delar bada sidor med 6 kommer vi
fram till att

6
rT===-=.
9
Exempel 2.13. Skriv decimalutvecklingen v = 0.125125125 ... (det vill sdga ay43r = 1, agya, =
2, agy3x = 5 for alla positiva heltal k) som ett brdk.

Om vi multiplicerar bada sidor av likheten x = 0.125125125... med 1000 far vi 1000z =
125.125125125 . ... Men

125.125125125. .. = 125 + 0.125125125... = 125 + x.
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Alltsa ar 1000z = 125 + x som i sin tur siger att 999x = 125. Om vi delar bada sidor med 999

kommer vi fram till att
125

Det finns ett bra satt att visualisera rationella tal — se figur 6. Vi ritar tva axlar, en parallellt
med den horisontella reella linjen men en enhet lagre, och den andra lodrait sa att den skér den
reella linjen i punkten 0. Punkten dér de tva axlarna skar varandra kallas for origo. En godtycklig
punkt i planet kan identifieras genom tva tal: Det forsta ar avstandet med tecken a fran punkten
till den lodrédta axeln, med plustecken om punkten ligger till hoger om axeln och minustecken
om den ligger till vinster; Det andra ar avstandet med tecken b fran punkten till den horisontella
axeln med plustecken om punkten ligger ovanfér axeln och minustecken om den ligger under.
Talen kallas for (kartesiska) koordinater och skrivs (a,b). Nu markerar vi alla punkter som har
koordinaterna (n,m) dar bade n och m &r hela tal.

Figur 6: Rationella tal n/m kan tolkas som punkter med koordinater (n,m). Alla koordinater
som representerar samma rationella tal ligger pa linjen som skéar r och origo. Till exempel,
3/2=16/4.

Givet ett rationellt tal n/m rita en rét linje genom punkten med koordinaterna (n,m) och
origo (som har koordinaterna (0,0)). Vi ser att linjen mellan origo och (n,m) skir den reella
linjen i punkten n/m. Omvéant ser vi att linjen som skér origo och ett reellt tal r, skiar en punkt
(n,m) dar n och m bada &r hela tal endast om r = n/m.

Tror du att alla reella tal ar rationella? Det vill séga, kan alla reella tal r skrivas som r = n/m
for hela tal n och m? Det funderar vi pa lite till senare.

2.3 Mangder och foljder
2.3.1 Mangder

[ avsnitt 2.2 har vi diskuterat olika samlingar av tal. [ matematik kallas en samling av nagonting
for en mdngd. 1 princip kan en mangd vara en samling av vad som helst, till exempel alla applen
pa ett triad, alla roda bilar i Sverige eller alla méanniskor som bor i Helsingfors. Men for det
mesta dr vi intresserade av talmangder. Nagonting som tillhér en mangd kallas for ett element
i méngden och parenteserna '{’ och '}’ anvéinds for att lista alla element som tillhér en méngd:
Till exempel, om méngden M innehéaller talen 1, 2, 3, 5, och 7, kan man skriva

M ={1,2,3,5,7}.

Vi kan teckna pastaendet att 5 ar ett element av M genom att skriva 5 € M. For att beteckna
att nagonting inte tillhor till en méngd, skriver man till exempel 4 € M. For de flesta méngder
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som vi redan har nimnt finns det en vilkind notation. Naturliga tal tecknas som N.® Det vill
saga
N =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,... }.

Alla heltal tecknas som
Z={..,-10,-9,-8,-7,—-6,-5,—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, ... },
Bokstaven Z kommer har fran det tyska ordet Zahlen. Positiva heltal tecknas som
Z,=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,... }.

Det ar anvandbart med lite utokad notation for att precisera en mangd och sdga nagonting som
‘alla tal som uppfyller de hér villkoren’. Till exempel, jimna tal ar heltal n sa att n = 2k for ett
heltal k. Det kan man skriva som

{...,—10,-8,—-6,—4,-2,0,2,4,6,8,10,... } = {n € Z|n =2k och k € Z}.
Alltsé betyder ’|” 'sa att’. Ibland skriver man *:" istéllet for ’|. Udda tal ar da
{neZ|n=2k+1och keZ}
Med den har notationen kan vi definiera méngden av alla primtal som
{n€Z,|omn=pgmed p,q€Z, dap,qe{l,n}},

det vill séga, primtal &r alla tal n € Z som inte har nagra faktorer utom 1 och n sjalv. Rationella
tal ar

Q={a/bla,b e Z}.

Kom ihag att for ett givet r € Q finns det manga majliga a och b i Z s& att r = a/b, men vi
raknar dem alla som samma element i Q.

Reella tal som vi forsokte definiera i avsnitt 2.2 tecknas R. En viktig typ av mangd ar ett
intervall. Ett intervall ar alla reella tal mellan tva tal a,b € R, a < b. Vi har olika notation
beroende pa om a och/eller b tillhor intervallet:

[a,0] :={z € R|a<x<b};
[a,b) . ={z € R|a <z <b};
(a,b) :={reR|a<x<b}

(a,b) :={r € R|a <z <b}.

Ldngden av intervallet ovan definieras lika med b — a. Att skriva till exempel a < x < b betyder
att x uppfyller bade a < z och x < b och liknande for de andra olikheterna. Vi betecknar ocksa

[a,00) :=={z € R|a < z};
(a,00) :={z € R|a < z};
(00,b] :={z € R|xz <b};
(00,b) :={z € R|z < b}.

For tva mangder E och M sédger vi att E ar en delmdngd till M och skriver £ C M om
xr € E medfor att x € M for alla x € M. Uppenbarligen ar alla intervall delmangder av R, sa

8Kom ihag fotnot 3.
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vi kan till exempel skriva (—1,2) C R. Vi siger att tva méngder A och B ér lika och skriver
A=Bom A C B och B C A; det ar det samma som att siga x € A om och endast om = € B.
Vi séger att E ar en dkta delmdangd till M och skriver £ C M om E C M men FE inte lika
med M.
Det finns ocksa operationer pa méangder som kallas snitt och union. For tva méngder A och
B definieras snittet av A och B

ANB:={z|z € Aochz € B}.
Unionen av A och B definieras
AUB :={z|z € Aeller z € B}.
Differensen mellan tva mangder A och B skrivs A\ B och definieras som
A\ B:={z|xz € Aochz & B}.

Om vi bara ar intresserade av mangder som ar delméangder av R (det vill sdga att vart universum
ar R) definierar vi komplementet till en méngd A som

A =R\ A (2.14)

Vad ’universum’ dr kan bero pa kontexten och R i definitionen (2.14) ersétts ibland med ett
annat "universum’, till exempel med R? som definieras nedan.

Sats 2.14. Givna godtyckliga mdangder A, B och C dr

1. (AnB)NC=An(BNC),
2. (AUB)UC =AU (BUCQC),
3. (AUB)® = A°N B och
4. (AN B)¢ = A°U B°.
Bevis. Beviset lamnas som en 6vning for lasaren. [

Del 1 och 2 i sats 2.14 siager att det inte ar tvetydigt att skriva AN BN C eller AUBUC
(utan parenteser). For en samling av méangder A; indexerade med j = 1,2,..., N skriver vi

N
UAj ={z |z € A; for minst ett j =1,2,..., N}

J=1
och

N
ﬂAj ={zr|reA;forallaj=12...,N}
j=1

[ avsnitt 2.2.5 ritade vi ordnade par av heltal i planet. Vi kan forstas ocksa betrakta ordnade
par av reella tal. Vi skriver
R*:= {(z,y)|z,y € R}

mangden av alla ordnade par av reella tal.
Méangden som inte inhaller nagot element alls kallas for den tomma mdngden och tecknas ().
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Definition 2.15. Lat A C R wvara en icketom mdngd. Man sdger att mdngden A dr uppat
begrinsad om det finns C' € R sa att

a<C forallaaeA.

Talet C' kallas for en dvre begrinsning av A. Man sdger att mdangden A dr nedat begransad om
det finns ¢ € R sa att
a>c forallaa€ A.

Talet ¢ kallas for en undre begransning till A.

Exempel 2.16. Visa att 4 dr en undre begrinsning till B={y € R|y =2*> —4x + 9,2z € R}.
Ett godtyckligt v € B har formen y = x*> — 4z + 9 for ndgot x € R men 2> —4x + 9 =
(r—2)2+5>5>4siy >4 forallay € B.

Definition 2.17. Lat A C R wvara en icketom mdngd. Om det finns ett tal u € R sa att

a<u forallaa€ A. (2.15)
och
till varje € > 0 finns det ett a € A sa att u—e < a (2.16)

kallas uw for en minsta dvre begransning (eller supremum) till A. Om w finns skriver man
u=sup A. Om det finns ett tal ¢ € R sa att

(<a forallaacA.
och

till varje € > 0 finns det ett a € A sa att a < L+ ¢

kallas € for en storsta undre begrinsning (eller infimum) till A. Om ¢ finns skriver man £ = inf A.

Om vi jamfor (2.15) och (2.16) med definitionen 2.15 ser vi att (2.15) &r ekvivalent med
pastaendet
u ar en Ovre begransning av A (2.17)

och (2.16) ar ekvivalent med pastéendet
varje tal mindre dn u &r inte en 6vre begransning av A. (2.18)

Dérfor ar talet u en minsta 6vre begrénsning till A om och endast om bade (2.17) och (2.18) ar
uppfyllde. Pa samma sitt dr ¢ en storsta undre begransning till A om och endast om

¢ &r en undre begransning av A
och
varje tal storre &n ¢ ér inte en undre begransning av A.

Om en mangd A definieras med hjalp av ett index eller en parameter ¢, till exempel A =
{y|y = f(t),t € I} for en given funktion f: I — R och en given mingd I C R, da skriver man

sup A =sup f(t) och infA =inff(t).
Exempel 2.18. Visa att sup A =0 for A= {z € R|z <0}.

Det dr sjalvklart att x < 0 enligt A:s definition sa (2.15) dr uppfylld. Betrakta € > 0. Da dr
x=—-/2<0saix€Aoch0—c<—c/2=ux sa(2.16) dr uppfylld.
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Sats 2.19. En mdngd har hégst en supremum. En mdangd har hogst en infimum.

Bewvis. Vi bevisar bara det forsta pastaendet och lamnar det andra som en 6vning for lasaren.
Anta att det finns tva olika supremum u; < up till en mangd A. Vi far tillimpa (2.16) med
e = (ug—uy)/2 for att fa reda pa att det finns a € Asa att uy < (ug+u1)/2 = us—(ug—uy)/2 < a.
Men (2.15) medfor att u; > a sé vi har hittat en motségelse till hypotesen att det finns tva
supremum till A. O

Sats 2.191/2. Lat I vara ett intervall och a < b vara reella tal. Om
I = (a,b),[a,b],[a,b), (a,b],(—o0,b) eller (—oo,b]

darsupl =b. Om
I = (a,b),[a,b],a,b), (a,b],(a,c0) eller a, o)

drinfl = a.

Bewis. Vi bevisar satsen i fallet I = (a,b) och lamnar det andra som en 6vning for ldsaren.
Forst visa vi att sup I = b. Eftersom intervallet I ar lika med méngden av alla x sadan att

a<xz<b

foljer det direkt att b ar en Ovre begransning av I, det vill saga x < b for alla x € I. Vi maste

ocksa visa att ett godtyckligt tal b_ strangt mindre &n b inte &r en 6vre begransning av I. Vi

kan skriva b_ = b — ¢ for positivt £ > 0 och betraktar tva fall: 0 < e < 2(b—a) och ¢ > 2(b—a).
Om 0 < e < 2(b—a) far vi att

a:b—(b—a)<b—g<b—0:b.
S talet z :=b — 5 ar ett element i I. Dessutom ar

£
bozb—5<b—§:x
sa b_ &r inte en Ovre begrinsning av [.
Ome >2(b—a) ar

bo=b—e<b—-2b—-a)=a+(a—b)<a+0=a

och déarfor ligger b_ till vianster av intervallet. Darfor dr det latt att visa b_ inte &r en Ovre
begransning av I: Betrakta z := (a + b)/2 till exempel. Vi ser att € I och b_ < x.
Sammanfattningsvis har vi visat att b &r en 6vre begransning och varje tal mindre dn b inte
ar en ovre begransning. Darfor dr b den minsta 6vre begransningen av I.
Nu visa vi att inf I = a. Eftersom intervallet I édr lika med médngden av alla x sadan att

a<xz<b

foljer det direkt att a ar en undre begransning av I, det vill sdga a < x for alla x € I. Vi maste

ocksa visa att ett godtyckligt tal a, strangt storre &n a inte ar en undre begransning av I. Vi

kan skriva a; = a+¢ {or positivt € > 0 och betraktar tva fall: 0 < e < 2(b—a) och € > 2(b—a).
Om 0 < e < 2(b— a) far vi att

a:a+0<a—|—g<a+(b—a):b.
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Sa talet z :=a + % ar ett element i /. Dessutom &r
€
x:a—|—§<a—|—8:a+

sa a, ar inte en undre begransning av I.
Ome >2(b—a) ar

ar =a+e>a+2b—a)=b+(b—a)>b+0=0>

och darfor ligger a, till hoger av intervallet. Darfor ar det latt att visa a, inte ar en undre

begransning av I: Till exempel ser vi att = := (a + b)/2 ar sa att © € [ och b_ < z.
Sammanfattningsvis har vi visat att a 4r en undre begransning och varje tal storre an a inte

ar en undre begransning. Darfor dr a den stérsta undre begransningen av I. ]

2.3.2 Ytterligare egenskaper hos reella tal

Enligt sats 2.19 vet vi att en mangd inte kan ha flera &n ett supremum, men vilka mangder har
ett supremum? For att hjalpa oss svara pa den fragan ska vi lagga till ett par axiom.

ITT Ytterligare axiomen for reella tal:

(a) Om en icketom mingd A C R é&r begrdnsad uppat sa finns det en minsta 6vre
begransning u for A. Man skriver

u=supa eller u=supA.
acA

(fullsténdighetsaxiomet)
(b) 0 <a < 1/n for alla n € Z; medfor det att @ = 0 (den arkimediska egenskapen).

Det ér klart att det forsta nya axiomet har nagonting att géra med fragan. Det ger ett
tillrackligt villkor for att veta nér en méangd har ett supremum, men det kan ocksa tolkas som
pastaendet att reella tal inte har nagot slags 'hal’ — det undersoker vi vidare i avsnitt 3.2.3.
Det andra axiomet siger att det inte finns nagot ’odndligt litet tal’, men vi kan ocksa anvéinda
det for att visa att vissa méngder saknar supremum.

Exempel 2.20. Mdangden Z av positiva heltal har inget supremum.

Anta att det finns ett supremum u for Z,. Vi vet att n < u for alla n € Zy enligt (2.15).
I synnerhet 0 < 1 < u sd 0 < 1/u. Nu ricker det att skriva kontrapositionen av III(b): a # 0
medfor att

antingen a < 0 eller det finns ett n € Z sa att 1/n < a.

Om vi betraktar kontrapositionen av III(b) med a = 1/u. Eftersom 1/u # 0 och 1/u < 0 inte
stammer vet vi att det finns ett n € Z sd att 1/n < 1/u. Darfor déru < n for samma n som dr
en motsdgelse till (2.15).

Vid forsta ogonkastet ser den arkimediska egenskapen lite konstig ut. Men man forstar lite
béttre varfor den behovs genom att ténka pa ett exempel nar det inte géller.

Exempel 2.21. Betrakta mdangden

P ={p(y) |ply) = ay + by* for a,b € R}
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av alla linjira och andragradspolynom (se avsnitt 2.5.2) i variabeln y som gar genom origo
tillsammans med addition och subtraktion definierad som i (2.29). (Vi bryr oss inte om multipli-
kation och division hdr.) Vi definierar en ordning < genom féljande regel. For pi(y) = ayy+b1y?
och pa(y) = agy + boy? siger vi att

antingen a; < as,

<
p1(y) S p2(y) om { eller a1 = ay och by < by.

Observera att enligt avsnitt 2.2.5 kan vi representera ett reellt tal o som forstagradspolynomet
(det vill sdga linjen) q.(y) = ay och a1 < ag om och endast om qa,(Y) S Gay(y). Dessutom
uppfyller mdangden P azxiomen I och II i avsnitt 2.2.1 som gdller addition och subtraktion med
< istdllet for <.

Ddéremot uppfyller P inte III(b) eftersom till exempel polynomet p(y) = y* dr sd att 0 <
p(¥) S qi/m(y) for alla n € Zy fast p(y) inte dr nollfunktionen. Se figur 7.

Figur 7: Reella tal tolkas har som lutningar till de réta linjer som gar genom origo. Om man
lagger till grafer av kvadratiska polynom dar somliga har en lutning i origo som &r mindre (sedd
fran sidan) an alla rata linjer med positiva lutningar.

2.3.3 Foljder och induktion

En féljd ar en méangd av tal indexerad med positiva heltal. Det vill sdga att det ar en vanlig
mangd som har ocksa en ordning pa elementen i méngden precis som positiva heltal har en
ordning. En foljd tecknas med parenteserna ’(’ och )’ istallet for {* och '}’ for att skilja den
fran en vanlig méngd som inte har nagon ordning.

Exempel 2.22. Nagra ezempel:

1. Positiva heltal (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,...) dr sig ¢ sjilv en foljd med vanlig
numerisk ordning;

2. (2,4,6,8,10,12,14,16,...) dr foljden av alla positiva jimna tal i numerisk ordning;
3. (1,4,9,25,36,49,64, ...) ar foljden av alla positiva heltal i kvadrat.

Det kan vara smidigt att skriva en formel a,, for den n:e termen i en f6ljd. Man skriver f6ljden
(an)nez, eller (an),. I exempel 2.22 har vi a,, = n, a,, = 2n+2 respektive a,, = n? (som ocksé kan
skrivas direkt som (n),, (n + 2), respektive (n?),). Kom ihdg att i avsnitt 2.2.4 pratade vi om
decimalutvecklingar 0.ajasas ... av tal mellan 0 och 1. Vi kan tolka sddana decimalutvecklingar
0.ajasas . .. som foljden (a,), — en f6ljd dér varje term a, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
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Man kan ocksa definiera en foljd rekursivt. Det vill sdga att man definierar a,, med hjalp av
foregaende ag, ay, ..., a,_1. Foljande exempel ar en {6ljd som definieras rekursivt.

Exempel 2.23. Definiera en foljd vars n:e term tecknas n! och uttalas m-fakultet’ genom att
sdtta 0! = 1 och sen
n!=n(n—1)!

for varje n € Z. De forsta sex termerna dr

Ol=1, 1l=1 20=2 3l=6, 4 =24, 5 =120, och 6!=T20.

Nu infor vi lite notation for en produkt av flera tal. Produkten av tal a,,, 11, - . ., a,, tecknas
m
H Qj = Anlp41 - - Q.
j=n

Med denna notation kan vi bevisa att féljden fran exempel 2.23 har formeln

1 omn =0
| — )

For att bevisa (2.19) ska vi anvianda den metod som kallas induktion. Det ar en metod man kan
anvinda sig av nidr man har ett pastdende P(n) som beror pa positiva heltal n. I vart fall ar
pastaendet att (2.19) stdmmer for det positiva heltalet n. Metoden har tva steg:

1. Forst kontrollerar man att pastaendet ar sant for n = 0;

2. Sen bevisar man for varje m € Z, att om pastaendet ar sant for n = m da ér det ocksa
sant nar n = m + 1.

Dé kan man dra slutsatsen att pastaendet P(n) ar sant for allan € Z,.
For att bevisa (2.19) kollar vi forst att (2.19) dr sant om n = 0. Formeln séger att 0! = 1
och det stimmer med definitionen i exempel 2.23, sa forsta steget ér bevisat. Sen betraktar vi

m € Z, och antar att
1 omm =0
| = ’
m]! { H;nzﬂ omm € Z,. (2.20)

Vi vill bevisa att
m+1

(m+1)'=1]]J (2.21)

Jj=1

(Observera att m 4+ 1 € Z; om m € N.) Vi vet fran definitionen i exempel 2.23 att
(m+1!'=(m+1)m!

och fran (2.20) far vi att
1

(m+1)ml=0+11=1=]]J

j=1

om m = 0 och
m+1

(m+1)m! = m—i—lﬁ Hj

J=1

om m € Z,. Tillsammans bevisar dessa likheter (2.21), och darmed é&r, enligt induktion, (2.19)
sant for allan € Z,..
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Det finns ett nyttigt kombinotoriskt sitt att tolka talet n!. Om en méngd innehaller n
element, pa hur manga sitt kan man da ordna elementen i mangden? Man kan ordna elementen
genom att lagga ut dem i en linje pa ett bord. Om man gor det sa véljer man forst ett av de n
elementen, sa finns det n mojliga val for det forsta. Sen véljer man ett av de (n — 1) elementen
som ar kvar, sd finns det (n — 1) mojliga val for det andra element, och sa vidare. S& kan man
ordna mangden pa

nn—1)(n-2)...1=n!

satt.

2.3.4 Aritmetiska och geometriska foljder

Tva typer av foljder ar viktiga i den hér kursen och de ér dven viktiga i matematik i allménhet.
Den forsta ar en aritmetisk foljd. Det ar en foljd (a,), sa att

(py1 — ap =: d (2.22)

ar oberoende av n. Det betyder att differensen mellan tva angriansande element alltid ar den-
samma.

Exempel 2.24. Foljande foljder dr aritmetiska:

1. (1,2,3,4,5,6,7,...)

2. (2,4,6,8,10,12,14,...)

3. (3,10,17,24,31,38,45,...)
4. (60,66, 72,78,84,90,96, ... )

Vad dr d i de ovanstaende exemplen?

Vi kan bevisa att en aritmetisk 6ljd (a,), uppfyller formeln
an = a; +d(n—1) (2.23)

for alla n € Z,. For att bevisa (2.23) kan man anvdnda induktion. Vi kan snabbt kontrollera
att

a1:a1+d(1—1)

sd (2.23) stimmer om n = 1. Sen antar vi att (2.23) géller for n = 1,2,...,k och betraktar
agr1. Fran (2.22) med n = k vet vi att axy1 = ax + d och sen kan vi anvinda oss av (2.23) med
n = k och saga

agr1=ap+d=a,+dk—-1)+d=a +d((k+1)—1).

Nu har vi bevisat att (2.23) stammer for n = k+ 1. Enligt induktion drar vi slutsatsen att (2.23)
stémmer for alla n € Z...
Den andra foljdtypen vi vill betrakta ar en geometrisk foljd. Den ar en f6ljd som uppfyller

Api1 = QpT
for alla n € Z och nagot r € R.

Exempel 2.25. Filjande foljder dr geometriska féljder:
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1. (1,1/2,1/4,1/8,1/16,1/32,1/64,...)

2. (1,2,4,8,16,32,64,...)

3. (5,25,125,625,3125, 15625, 78125, .. .)

4. (6,2,2/3,2/9,2/18,2/54,2/162, . ..)
Vad dr r i de ovanstaende exemplen?

Pa liknande sétt som beviset av (2.23) kan man bevisa att

a, = a;r™

for allan € Z,..

2.4 Summor och kombinatorik
2.4.1 Summor

Axiomen I(a) och I(b) i avsnitt 2.2.1 siger att det inte spelar nagon roll i vilken ordning man
summerar tre eller flera tal. Det ar anvindbart att ha en beteckning foér summan av manga
termer:

m
Zai = Qp t+ Qpyr Ay
i=n
for givna n,m € N och a; € R for i = n,n + 1,...,m. Notationen i vinsterledet betyder att

alla a; summeras med ¢ € Z, fran och med n till och med m.

Sats 2.26. Forn < m, reella tal a;,b; € R fori=n,n+1,...,m, och ¢ € R har vi att

och . .
Z(cai) = cZai.

Exempel 2.27. Carl Friedrich Gauss ar en berémd matematiker som bidragit till flera dmnen
imom matematik och fysik, till exempel talteori, analys och geometri. Enligt traditionen fick den
unge Gauss foljande problem som straff en gang ndar han varit stygg i skolan: Addera alla heltal
mellan ett och hundra. Det vill sdga, rakna

100
1+2+~~+m0=§:@
=1

Léiraren blev forvanad ndr Gauss loste problemet pa nagra minuter. Gauss loste problemet pa
foljande sdtt: Han skrev summan tva ganger, forsta gangen som wvanligt och sen andra gangen
nedanfor den forsta fast baklinges

1 + 2 4+ 3 + 98 99

.+ + + 100
+ 100 + 99 + 9B + ... + 3 + 2 + 1
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Han observerade att om man adderar ett par tal ddr ett tal star direkt ovanfor det andra far
man alltid svaret 101. Eftersom det finns 100 sadana par, dr hela summan 101 ganger 100, och
lika med 2312 i. Alltsd

100

101 x 100
Y i=——y— =5050.
=1

Vi kan upprepa metoden for summan y ., och far
n

» i= nint1). (2.24)

, 2
=1

Vi kan anvinda oss av (2.24) for att rdkna ut summan av nagra termer i en aritmetisk 6ljd.

Observera forst att

Y1) = ZJ—ZJ— ”_1 (2.25)

i=1
enligt (2.24). Betrakta sedan en godtyckhg aritmetisk foljd (a;);. Den uppfyller (2.23) sa
iaz Za1+d2—1 Zal—l—di(i—l):nal%—dw
i=1 i=1 i=1 2
nar vi anvinder oss av (2.25) i sista steget.

Exempel 2.28. Nu bevisar vi att

Zﬁ:n(n—i-l)(i@n—f—l). (2.26)

Vi anvinder o0ss av induktion. Forst kan vi kontrollera att (2.26) stdmmer ndrn = 1. Da har vi

att
1

Zig 1 och n(n+1)6(2n+1) _ 1(1+1()3(2—|— 1) 1,

i=1
sa (2.26) stammer for n = 1. Nu antar vi att det finns ett tal m € Z sd att (2.26) gdller for

n =m (vi vet att det finns minst ett sadant m eftersom vi precis har bevisat likheten (2.26) da
n = 1) och forsoker bevisa (2.26) i fallet n =m + 1: Vi riknar

m+1 m

A A
Men
m(m+1)(2m + 1) 2 m(m+1)2m+1)+6(m+1)>  (m+1)(m@2m+1)+6(m+1))
+(m+1)° = 5 = 5
_(m+1) (2m? + Tm + 6) _ (m+1)(m+2)(2m+3)
6 6
:(m +DH((m+1)+1)(2(m+1)+1)
c .
Darfor
S, (mAD(m D)+ D)E2(m A1)+ 1)
ZZ - 6 9
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som sdager (2.26) gdller med n =m + 1.
Sd vi har bevisat att

om (2.26) galler med n = m for nagot m € Z* sa galler det med n = m + 1. (2.27)

Vi har ocksa kontrollerat att (2.26) gdller for n = 1. Sa vi drar slutsatsen att (2.26) gdller for
allan € Z,.

Betrakta en geometrisk foljd (ar’~'); med kvoten r. Vi kan anvinda induktion for att bevisa

n

Z ar'™ = all_—rrn

i=1

2.4.2 Binomialsatsen

I exempel 2.23 definierade vi fakultet. Nu definierar vi binomialkoefficienten som

(1) = mm

for n, k € N men k < n. Den kanske verkar som en konstig definition men precis som for fakultet
finns det ett kombinatoriskt satt att tolka den. Binomialkoefficienten kan tolkas som antalet sétt
att valja ut k element fran en méangd av n element om man inte tar hansyn till i vilken ordning
man véljer dem. Varfor det?

Forst fragar vi: hur manga sétt finns det att vélja k element fran en méangd av n element om
man tar hansyn till i vilken ordning man véaljer dem? Precis som vi argumenterade for fakultet
ar det n(n —1)(n+2)...(n— (k—1)). Varje val ar en ordnad méingd av k element. Men om vi
inte vill ta hdnsyn till ordningen, har vi raknat varje mojlighet k! ganger. Darfor ar antalet sétt
att vilja ut k element fran en méangd av n element

nn—1)...(n—(k—1)) n! n
k! T K=k (k)

nar man inte tar hansyn till i vilken ordning man véaljer dem.

Sats 2.29 (Pascals identitet). For positiva hela tal n och k sda att k < n har man att

(Z)+<kﬁl> - (n;:l)

Sats 2.30 (Binomialsatsen). For z,y € R och n € Z har man att

x4y =3 (Z) a" Rk (2.28)
k=0
Bevis. Vi anvander induktion. Om n = 1 ar hogerledet av (2.28)

1
> (k)azl_kyk =r+y

1
k=0



2.5 Funktioner, koordinatsystem och grafer 27

som stammer med vénsterledet. Da antar vi att (2.28) stammer for ett givet n € Z, och sen
raknar vi ut att

n

@ty =ty ty) =) (Z) P RyR ki; (Z) gkt

k=0

n n—1
:xn+1+z ) 1k ok byt T\ pn—k Tar
k «\k

k=

n n n - n n
— +1+y+1+z<) +1- kyk+z(k ) +1- kzyk

k=1

e B () ()

+1
_ xn+1 + yn+1 + Z < § >xn+1—kyk

enligt lemma 2.29

n+1
— Z ( ) n+17kyk.

Enligt induktion ar satsen bevisad. [

2.5 Funktioner, koordinatsystem och grafer
2.5.1 Funktioner, defintionsmingder och virdeméingder

En funktion f ar en regel som till varje element x i en méngd A ger ett element f(x) i en annan
méangd B. Till exempel, ta A lika med méngden av alla bilar i Sverige och B likamed alfabetet,
sen kan vi definiera en funktion som for en bil anger forsta siffran i bilens registreringsskylt. Vi
skriver f: A — B for att notera att funktionen f skickar element i A till element i B, och kallar
A funktionens definitionsmdngd och B funktionens malmdngd. Observera att funktionen kallas
for f medan elementen i B som f skickar « € A till, noteras f(z).

Exempel 2.31. 1. Ta A = B = R sen kan man definiera en funktion f: R — R enligt
formeln f(x) = 2*> +2x + 1 for alla v € R.

2. Ta A =10,1] och B = R. Definiera sen en funktion g: [0,1] — R enligt formeln g(x) =
6z + 9 for alla x € [0,1].

3. Ta A=R och B="7. Sen kan man definiera en funktion t: R — Z, enligt regeln
t(z) dr det minsta heltal n sa att © < n.

Ibland skriver man z +— f(z) for att slippa anvinda ett namn for funktionen. Sa de forsta
tva exemplen ovan kunde skrivas x — 22 + 2z + 1 for z € R och x — 6z + 9 for z € [0, 1].

Tva funktioner f: A — B och g: C' — D sags vara lika om A = C och f(z) = g(x) for alla
x € A

En funktion som éar ganska anvandbar kallas for absolutbeloppet funktionen = — |z|. Den har
definitionsmangden R och definieras enligt formeln

T om z > 0;
x| =
—xr om x < 0.

(Observera att —x ar positiv om z &r negativ!)
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Sats 2.32 (Triangelolikheten). Olikheten
|z +y| < o]+ ]yl
gdller for alla x,y € R.

Bevis. Om bade x och y ar ickenegativa har vi att

[z +yl=x+y=lz|+ |yl
Om bade x och y ar ickepositiva har vi att

x4yl =—z—y=lz]+yl.

Om z och y har olika tecken far vi anta att |x| > |y| eftersom om det inte stimmer far vi byta
roller pa x och y. Observera att x < |z| for vilket 2 som helst. Om z &r positivt och y ar negativt
medfor det att

[z +yl =24y <l|z|+ |yl

Om y ar positivt och x ar negativt har vi att

o +y| =—x—y < |z|+ |yl

For en funktion f: A — B kallas méngden

{f(z) |z e A}

for funktionens vdirdemdangd. Observera att vardeméngden ar en delméngd av malmangden B.

Ibland &ar det anvidndbart att summera tva funktioner, samt att multiplicera dem, ta diffe-
rensen eller dela den ena med den andra. For tva funktioner f: A — R och g: A — R som har
samma definitionsmangder skriver man f+ ¢ for summan, f — g for differensen, fg for produkten
och f/g for kvoten. Uttrycken definieras punktvis som

(f +9)(x) = f(x) +g(),
(f —9)(@) = f(x) —g(x) och (2.29)
(f9)(x) = fz)g(x)
for € A. Endast om g(z) # 0 for alla x € A definieras f/g som

(f/9)(x) = f(x)/g(x)

for v € A.

Lat nu f: A — B och g: B — C vara tva funktioner. Observera att definitionsméangden
av ¢ ar lika med viardeméangden av f sa man kan bilda en funktion go f: A — C' som kallas
sammansdattningen av f och g genom

(g0 f)x) = g(f(z))
for alla x € A.
Sats 2.33. Lat f: A— B, g: B— C och h: C — D. Da drho(go f)=(hog)of.
Bevis. Bada funktionerna har definitionsméangden A. Vi har ocksa att
ho(go f) = h(lgo )(@) = hg(f(x)))
och

(hog)o f=(hog)(f(x)) = h(g(f(z)))
for alla x € A. O
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2.5.2 Polynom

Funktioner p: R — R som har formen
p(z) = ag + a1x + agx® + - + a,z" = Zakl'k
k=0

for ndgot n € Nocha, € R (k=0,1,...,n) kallas fér polynom.® Om a,, # 0 kallas n polynomets
grad vilket skrivs som n = deg(p). Speciellt om n = 2 kallas polynomet ett andragradspolynom.
Graden av det triviala polynomet, det vill sdga polynomet som &r identiskt noll (p(z) = 0 for
alla x € R), ar odefinierad. Ibland preciserar man att de ar polynom med reella koefficienter for
att alla a; € R.1°

Sats 2.34. Om p och q dr polynom sa dar p + q, pq och p o q polynom. Dessutom
1. deg(p + q) < max{deg(p), deg(q)}."
2. deg(pq) = deg(p) + deg(q) och
3. deg(p o q) = deg(p) deg(q)

for alla icke-triviala p och q.

Sats 2.35. Till varje par av polynom p och q med q(z) # 0 for nagot x € R finns det polynom
k och r sa att

p(z) = q(x)k(z) + r(z) for alle x € R, och (2.30)
r ar antingen trivialt eller uppfyller deg(r) < deg(q).

Dessutom bestdms k och r entydigt av p och q. Ibland kallas polynomet k for kvoten och polynomet
r for resten.

Observera att (2.30) har samma form som ekvation

(2.6) for heltal. Sats 2.35 sdger att samma division ar [m] ¥, [m]
mojlig for polynom pa samma satt som den vi dr vana ?::
vid for heltal. o

Innan vi bevisar satsen ar det nyttigt att ga genom E o

ett exempel. Jonas Mansson vid Lunds univuersitet har Figur 8: Polynomdivision (https://
sp:elat in en bra film om pglynomd1v181on. F.or att titta youtu.be/DnyiLJkQq80)

pa den scanna QR-koden i figur 8 eller skriv adressen

direkt i en webblasare.

Bevis av sats 2.35. Om deg(p) < deg(q) kan vi ta k(z) = 0 och r(z) = p(z) for alla x € R.
Om deg(p) > deg(q) skriv

deg(p) deg(q)
p(z) = Z apz® and q(z) = Z ba”
k=0 k=0

AT Qgeg(p) # 0 0Ch byeg(q) # 0. Darfor om ki (2) := (adeg(p)/Daeg(p)) v 8P ~48@) &r

pi(x) == p(x) — q(x)k(2)

9Vi &r lite slarviga nér vi skriver z° i forsta termen i summan. Egentligen &r z° odefinerad om 2 = 0, men
héar (bara) tolkar vi det lika med 1 for alla x.

10T avsnitt 4.3.3 betraktar vi polynom med koefficienter som tillhér till en annan méngd an R.

"Notationen max{a, b} betyder den storsta talet av a och b.
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ett polynom av grad strangt mindre dn deg(p). Om deg(p;) < deg(q) har vi bevisat satsen med
k = ki och r = p;.
Om deg(p;) > deg(q) kan upprepa argumentet ovan med p; istéllet for p och far ett polynom
ko s& att
p2() = p1(x) — q(x)k2 ()
ett polynom av grad stringt mindre dn deg(p;). Om deg(p2) < deg(q) har vi att
p2(7) = p(x) — q(v)k1(x) — q(2)k2(2) = p(2) — q(2) (k1 () + ka())

och darfor bevisat satsen med k = k1 + ko och r = ps.

Om deg(p2) > deg(q) kan vi upprepa argumentet igen och far k3 och ps. Vi fortsitter
processen tills vi hittar ndgot m sa att antingen deg(p,,) < deg(q) eller p,, = 0 och da har vi
bevisat satsen med k = ki + ko + -+ - + k,,, och r = p,,. O

Vi séiger att ett polynom p &r delbart med ett annat polynom g om (2.30) géller med r(x) = 0
for alla x € R. Ett tal ¢ € R kallas for en 1ot till polynomet p om det 1éser ekvationen p(c) = 0.

Sats 2.36. Tulet c € R dr en rot till polynomet p om och endast om p dr delbart med x — x — c.
Bevis. Om c ar en rot till p sa ar p(c) = 0. Om vi tillampar sats 2.35 med ¢(z) = z — ¢ far vi att
p(x) = k(z)(z — ¢) + r(x)

for nagra polynom k och r och alla z € R. Dessutom ar r antingen trivialt eller uppfyller
deg(r) < 1, sa r(z) = a for ndgon konstant a € R. Om vi sétter x = ¢ far vi

0=p(c)=k(c)(c—c)+a=a

sa r(x) = a =0 och p &r déarfér delbart med z — x — c.
Om p ar delbart med x — x — ¢ kan vi skriva

p(x) = k(z)(x — ¢
for alla z € R och darfor ar p(c) = k(c)(c —¢) =0 O

Sats 2.37. Om p(z) = > }_, axx" dr ett polynom av grad higst n och det finns tal xg < x1 <
< <@y sa att p(x;) =0 for alla j =0,1,...,n sa dr p(x) =0 for alla v € R.

Beuvis. Vi bevisar satsen med hjalp av induktion 6ver polynomets grad.
Forst betraktar vi n = 0. Da ar

p(z) =ag forallaxeR (2.31)
och
p(zo) =0 for ett givet xy € R. (2.32)

Om vi tar x = xy 1 (2.31) medfor det tillsammans med (2.32) att ay = p(z¢) = 0. Genom att
satta ag = 0 in (2.31) far vi att p(z) = ag = 0 for alla z € R och satsen ér bevisad i fallet n = 0.
Nu antar vi att satsen géller om n = m for ett visst m € N och betraktar ett polynom

p av grad m + 1 tillsammans med tal g < 21 < -+ < 2y, < Ty s att p(z;) = 0 for alla
j=0,1,...,m;m+ 1. Eftersom p(z,,11) = 0 medfor sats 2.36 att

p() = k(@) (@ — 1) (2.33)
dér k£ ar ett polynom av grad hogst m. Men eftersom x; # 2,41 for alla j = 0,1,...,m vet
vi att k(z;) = 0 for alla j = 0,1,...,m. Eftersom vi antog att satsen géller om n = m kan vi

tillampa den till k£ och dra slutsatsen att k(z) = 0 for alla z € R. Enligt (2.33) &r da p(z) =0
for alla € R som ar satsens slutsats dar n = m + 1.
Enligt induktion har vi bevisat satsen for alla n € N. O
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Sats 2.38. Om p(z) = > ,_,axx” dr ett polynom och p(x) = 0 for alla v € R sd dr a, = 0 for
alla k=0,1,...,n.

Bevis. En gang till bevisar vi satsen med hjalp av induktion éver n.
Forst betraktar vi n = 0. Da ar

p(z) =aog for alla x € R.

Eftersom vi ocksa vet att p(z) = 0 for alla z € R sa &r ag = 0 satsen &ar bevisat i fallet n = 0.

Nu antar vi att satsen géller om n = m for ett visst m € N och betraktar ett polynom
plz) = 7 ara® av grad m + 1 s att p(z) = 0 for alla © € R. I synnerhet &r p(0) = 0 sa
0= p(0) = ap + it ar0% = ag. Darfor &r

p(z) = Z apx® = (Z aka:k_l) . (2.34)

k=1

Polynomet g(z) := S apz® ! har grad m och eftersom p(z) = 0 ar g(z) = 0 for alla
x € R\ {0} enligt (2.34). Men da medfor sats 2.37 att g(x) = 0 for alla z € R. Enligt
induktionsantagande ar alla ¢:s koefficienter lika med noll, det vill saga a;, = 0 for alla k =
1,2,....m+1.

Enligt induktion har vi bevisat satsen for alla n € Nj. [

2.5.3 Koordinatsystem och grafer

I avsnitt 2.2.5 byggde vi en bild av alla rationella tal. Vi ritade punkter i ett plan med hjalp
av axlar och koordinater. Planet kallas for koordinatplanet och axlarna koordinatazlarna. Alla
punkter (z,y) i R? representeras av en punkt i koordinatplanet precis som x € R representeras
av en punkt pa en linje. Koordinatplanet &r lika anvindbart for att visualisera funktioner. Vi gor
det genom att rita en funktions graf. Om D C R definierar vi grafen av en funktion f: D — R
att vara mangden

graf(f) := {(z,y) |z € D och y = f(x)}.

Sen kan vi rita méngden graf(f) genom att representera ett element (z,y) € graf(f) som punkten
i planet som ligger pa ett avstand (med tecken) x till vinster om den lodrata axeln och ett
avstand (med tecken) y ovanfor den vagrita axeln.'? Se figur 9.

Grafer ér forstas inte de enda mangder vi kan representera pa koordinatplanet. I princip kan
alla delméngder av R? representeras som en bild i koordinatplanet.

2.5.4 Monotonicitet

For att forsta hur en funktion beter sig dr det anvandbart att definiera monotonicitet. En
funktion f: D — R som har definitionsméngden D C R kallas for vdzande pa en mangd £ C D
om

z,y € E och x < y medfor det att f(x) < f(y)

och avtagande pa E om
x,y € F och x <y medfor det att f(zx) > f(y).
En funktion f: D — R som har definitionsméangden D C R kallas for stringt vizande pa E om

z,y € E och x <y medfor det att f(z) < f(y)

12Kom ihdg att ett negativt avstand till viinster (respektive ovanfér) betyder till hoger (under).
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(a) Grafen av f: R — R definierad enligt
formeln f(z) = 2242z +1 for alla = € R.

|\.j :3(5‘)

(b) Grafen av g: [0,1] — R definierad
enligt formeln g(x) = 6z + 9 for alla = €
[0,1].

Figur 9: Héar har vi ritat graferna av funktionerna fran exempel 2.31.

och stringt avtagande pa E om

x,y € E och x < y medfor det att f(z)

> f(y).

Om en funktion ar (strangt) vixande, respektive (strangt) avtagande pa hela definitionsméangden
D séger man bara att funktionen ar (strangt) vixande, respektive (strangt) avtagande.

Exempel 2.39.

1. Funktionen f: R — R definierad som f(x) = x* for alla x € R dr

stringt vizande pd [0,00) eftersom 0 < x <y medfor att f(z) = 2% < y* = f(y).

2. d( 00,
f(y).

0] ar funktionen f stringt avtagande eftersom x <y < 0 medfor att f(x) =

x>

3. Exzempel 1 och 2 medfor att f varken dr vizande eller avtagande (pa R).

Sats 2.40. Lat A,B,C CR, f: A— B ochg: B— C.

1. Om bade f och g dr stringt vizande da dar (g o f) strangt vizande.

2. Om bade f och g dr strangt avtagande da dr (g o f) stringt vizande.

3. Om f dar strangt vizande och g dr stringt avtagande da dr (g o f) stringt avtagande.

4. Om f ar strangt avtagande och g dr strangt vizande da dar (g o f) strangt avtagande.

Pastaendena gdller fortfarande om man stryker ‘strangt’ fran bade hypoteserna och slutsatserna.

Bevis. Har visar vi bara 2 och lamnar de andra som en 6vning for lasaren.
D& antar vi att bade f och g ar strangt avtagande. Det innebér att x; < 25 medfor f(xs) <

f(x1) och det i sin tur medfor att (g o f)(zs

) = g(f(x2

) > g(f(21)) = (g o f)(21). N



33

3 Geometri och reella tal

Nu ska vi ta begreppet reella tal vidare och fundera pa hur geometri kan hjilpa oss att forsta
det battre. Geometri kan beskrivas axiommassigt precis som vi bérjade att gora for de reella
talen i I och II i avsnitt 2.2.1. Det &r en spannande historia men det &ar inte riktigt syftet med
kursen. Hellre vill vi lita till var geometriska intuition for att motivera och bygga vidare pa
axiomsystemet for de reella talen. Det mo6jliggor att vi kan definiera kvadratrétter, exponential-
och logaritmfunktioner, samt utveckla trigonometri.

3.1 Former, langd och area
3.1.1 Avstand, langd och vinkel

I avsnitt 2.2 ritade vi en bild av de reella talen som en oénligt lang linjal och i avsnitt 2.2.5
och 2.5.3 utvecklade vi bilden till koordinateplanet. Dar har vi redan pratat om de lodréita och
horisontella axlarna, men har vill vi precisera och generalisera begreppen av ldngd och vinkel.

Vi forestéller oss ett plan till ssmmans med en linje. Pa linjen markera man reella talen
precis som vi beskrev i avsnitt 2.2. Om vi tillater linjen att flytta sig runt i planet utan att boja
sig eller deformeras sa far vi anvidnda den for att méta avstandet mellan punkter i planet. Vi
betecknar'® avstandet mella tva punkter A och B

d(A, B).

Med hjilp av det hir avstandet kan vi definiera var forsta form: Méngden {P € R?: ¢(M, P) =
r} av alla punkter som ligger ett avstind r fran en given punkt M kallas for en cirkel med
medelpunkten M och radien r. Se figur 10a.

En cirkel ar ett exempel pa en kurva, trots att det ar inte helt sjalvklart fran definitionen ovan.
Héar ge vi ingen precis definition av en kurva, men begreppet vi vill fanga ar det matematiskt
analog av att rita med en penna pa papper. Som en forsta forsok kan vi sidga en kurva beskrivs
av en funktion v: [0, 1] — R?2. Se figur 10b. Man kan ténka att funktionen ~ beskriver inte bara
kurvan pa pappret (som ar funktionens virdeméngd) utan ocksd hur man rita den. I synnerhet
arver kurvan en ordning pa sina element frén ordningen som redan finns pa intervallet [0, 1].
Sjalvklart finns det flera funktioner som beskriva det samma kurvan.

Trots att det ar latt att forestélla sig hur man rita en cirkel dr det inte latt att hitta ett
uttryck for en funktion v som beskriver en cirkel. Men i avsnitt 3.2 kommer vi gora forarbetet
for begreppet som behovs — kvadratrotter — som vi slutlingen definierar i avsnitt 3.3. Vi
introducera aven andra notation att beskriva en cirkel i avsnitt 3.4.1.

Nér vi ritar en cikel slutar vi pa samma punkt som vi borjade i — det vill sdga, v(0) = v(1).
En sddan kurva kallas for en sluten kurva.

Det ar inte alldeles uppenbart hur vi kan mata langden av en kurva: Vi vet bara hur det
skulle funkar for en réat linje dar vi tar langden av vara avstandet mellan de tva d&ndpunkter-
na. Andra kurvor dr mer komplicerade. Men vi kan uppskata langden genom att bryta upp
kurvan i sma streck och uppskatta lingden av varje streck men en rét linje. Forst valj ut tal
ag, a1, as,...,ay—_1,ay fran [0,1] sd att ap = 0, ay = 1 och @,y < a@; for i = 1,2,...,N —
det kallas for en partition eller indelning av intervallet [0, 1]. Da ger uppskatningen av kurvans

langd av
N

> d(v(ai), (@) (3.1)

=1

BDet finns en formel for avstandet mellan tva punkter som &r en funktion av punkternas koordinator, men
det kan vi bara gora med hjilp av Pythagoras sats (sats 3.2) och kvadratrotter fran avsnitt 3.3.1.
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(a) En cirkel med medelpunk-  (b) En kurva som beskrivs av (c¢) En uppskattning av en kur-
ten M och radien r. en funktion ~. vas langd med hjélp av en par-
tition.

Figur 10: Cirklar och kurvor.

Eftersom vi underskattar lingden av varje streck ér (3.1) alltid en underskattning av kurvans
langd. Men genom att dela upp kurvan i tillrdkligt sma streck kdnns det som vi kan uppskatta
langden precis hur exakt vi vill. Déarfor definierar vi kurvans langd att vara

N
sup 26(7(01'71);7(@1))
{ao,a1,a2,...an} =7
dar supremum tas 6ver alla partitioner {ag, ai, as,...,ax} av intervallet [0, 1].

Defintionen éar ganska svarhanterat men i de flesta fall kan vi undvika att anvinda den direkt
och lita istallet pa symmetri, vara geometriska intuition, och sa vidare.

Néar tva rata linjer moter varandra i en punkt kan vi tala om vinkeln mellan de tva linjerna
med hjilp av en cirkel. Betrakta tva linjer, den ena mellan A och B som kallas for AB, och
den andra mellan B och C'| som kallas for BC'. Rita en cirkel med radien 1 och medelpunkten
B. Vinkeln definieras som langden # av den delen av cirkeln som ligger mellan AB och BC'. Se
figur 11a.

I synnerhet om A, B och C' ligger pa en gemensam rét linje ar vinkeln halften av cirkelns
omkrets (figur 11b). Vi betecknar lingden 7.'* Med den hér definitionen kallas métenheten av
vinklar radianer. Tidigare har ni mott méatenheten grader, da vinkeln ovan skulle har varit 180°
(180 grader), men i matematik &r radianer mer praktiskt. En vinkel som ar hélften sa stor ar
d& 7/2 radianer. Vinkeln /2 dyker upp ganska ofta sa vi doper den till rdt vinkel (figur 11c).

3.1.2 Former och area

Héar betraktar vi ett par viktiga former i geometrin. En triangel skapas av tre punkter A, B och
C i planet tillsammans med tre olika rata linjer som borjar och slutar i punkterna A, B och C.
Se figur 12a. Observera att det bara finns ett siatt att dra tre olika linjer mellan tre punkter. En
triangel som har en réit vinkel mellan tva sidor kallas for en rdtvinklig triangel.

En fyrhérning skapas av fyra punkter A, B, C' och D med fyra linjer som borjar och slutar
i punkterna A, B, C' och D pa sa satt att linjerna inte skar varandra och varje punkt ar borjan
eller slutet pa tva linjer. Se figur 12b. Punkterna A, B, C' och D kallas fér hérnpunkter och
linjerna kallas for sidor.

En rektangel ér en fyrhorning dar vinklarna mellan linjerna i varje hornpunkt ar lika med
7/2 radianer. En kvadrat &r en rektangel dar alla sidor har samma langd.

Det ir ett tal mellan 333/106 och 355/113 fast vi inte bevisar det hiir.
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(a) En vinkel # mellan linjerna  (b) Vinklen 7 radianer mellan  (c¢) En rdt vinkel mellan AB
AB och BC. AB och BC. och BC ar like med 7/2.

Figur 11: Vinklar och definitionen av 7.

D
A
c c
(a) En triangel med hérnpunkterna A, B (b) En fyrhérning med hérnpunkterna A,
och C. Kan du bevisa att det bara finns B, C och D. P& vilka andra séatt kan man
ett sétt att dra tre olika linjer mellan tre  rita frya rata linjer mellan punkterna om
punkter? Tips: Tank pa binomialkoeffici- man glémmer bort villkoren att linjerna

enter. inte skdr varandra och varje punkt ar bor-
jan eller slutet pa tva linjer?

Figur 12: Tva former.

Varje form delar planet i tva disjunkta méngder: interidéren och exteriéren av formen. Ibland
smélter vi samman en form med sin interior. Vi kan maéta storleken av en form genom att mata
arean av sin interior. Arean av en form &ar analog till lingden av en kurva och egentligen matar
storleken av delmingder av R2.*

Definition 3.1. Arean |F| av en mingd F C R? dr ett ickenegativt tal som uppfyller foljande
regler:

1. Arean av en rektangel R med sidlingderna a och b dr |R| = ab och den tomma mdngden
0 har arean 0] = 0;

2. For tva mangder Fy och Fy, om Fy C Fy sa ar |Fi| < |Fy|;

15Det finns mingder vilkas area inte kan definieras men den dér diskussionen ér utéver kursen.
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3. Om Fy, Fy, F;, ... dr en foljd av parvis icke overlappande mdangder sd gdller

U] =2 1B

J

Utifran denna definition av area kan man bevisa att arean av en ratvinklig triangel med
kortsidorna av langderna a och b ar ab/2. Med lite mer arbete (och trigonometri fran avsnitt

3.4 gor det betydligt enklare) kan man visa att arean av en cirkel med radien r &r 7r2.

3.2 Pythagoras sats och irrationella tal
3.2.1 Pythagoras sats och en praktisk fraga

En av de dldsta satserna i matematiken dr Pythagoras sats. Den handlar om rétvinkliga trianglar.
Trots att den doptes efter Pythagoras ér det oklart om det var Pythagoras som forst upptéckte
den. Formodligen har satsen upptéackts av olika matematiker flera ganger under historiens gang.
Vi vet att babyloniska matematiker kdnde till algebraiska samband mellan tripplar av heltal
redan tusen ar innan Pythagoras foddes men vi inte vet om de kdnde till sambandet med
trianglar. Det finns aven en kinesisk avhandling samtida med Pythagoras som innehaller ett
bevis av satsen.

Sats 3.2 (Pythagoras sats). Betrakta en rdtvinklig triangel som har sidor med lingden a, b och
c. Anta att sidan mittemot den rita vinkeln har lingden c¢.*S Dd dr

a® +b* =2 (3.2)

Bevis. Betrakta en kvadrat med sidorna av lingden a + b. Markera en punkt pa toppsidan som
har langden a fran vinsterkanten. Gor det samma pa de tre andra sidorna och rita en kvadrat
som har de fyra punkterna som hoérnpunkter. Se figur 13.

Mittemellan de tva kvadraterna finns fyra ratvinkliga trianglar som alla har sidor med liang-
derna a, b och c.

Vi kan rakna ut arean av den storst kvadraten pa tva olika satt. Det forsta ar med den vanliga
formeln for arean av en kvadrat med sidorna med lingden a+b. DA &r arean (a+ b)?. Det andra
sittet dr att addera arean av den mindre kvadraten ¢ och arean av de fyra trianglarna ab/2.
Det vill siga arean &r ¢ +4(ab/2). Eftersom béda uttrycken for arean maste vara lika far vi att

a® +2ab+ b* = (a +b)* = & + 4(ab/2) = ¢* + 2ab.
Det medfor att a® + b* = 2. O

Pythagoras sats leder till en naturlig fraga. Om vi vet lingden pa tva sidor av en ratvinklig
triangel, till exempel a och b i satsen, kan vi da skriva om likheten (3.2) for ¢? Lat oss tanka
lite mer konkret genom ett exempel: om vi hade en ratvinklig triangel med tva korta sidor av
langden 1, kan vi d& rdkna ut langden av hypotenusan? Vi kan stélla fragan med andra ord:
kan vi l6sa ekvationen 1+ 1 = ¢2, eller

2 = ¢ (3.3)

for ¢? Det verkar inte sa svart, men i nasta avsnitt borjar vi med att visa att det inte ar helt
enkelt.

16Sidan mittemot den riita vinkeln kallas for hypotenusan och de tva andra sidorna kallas for kateterna.
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Figur 13: En kvadrat med sidor av langden ¢ inom en kvadrat med sidor av ldngden a + b.

3.2.2 Losningar c till (3.3) dr irrationella

Nu kommer vi fram till ndsta viktiga sats. Den ar ungefér lika gammal som Pythagoras sats och
ar lika vacker idag som den dagen da den uppticktes.!”

Observera att om man adderar tva rationella tal far man ett rationellt tal. Man kan dra
samma slutsats om man subtraherar, multiplicerar eller dividerar de tva talen (antagande forstas
vid division att det andra &r skilt fran 0). Det finns alltsé inget sitt att anvianda aritmetik for
att borja med ett rationellt tal och rdkna fram till ett tal som inte ar rationellt. Ett tal som
inte ar rationellt kallas for irrationellt. Den foljande satsen sédger da att vi inte kan rdkna fram
en losning ¢ till (3.3) genom att bara anvinda aritmetiska operationer (det vill siga genom
addition, subtraktion, multiplikation och division).

Sats 3.3. Om ¢® =2 sd dr c irrationellt.'8
Innan vi bevisar satsen ar det bést att bevisa en hjalpsats:
Om man vet att ett heltal i kvadrat ¢? ar jimnt si maste ¢ ocksd vara jamnt. (3.4)

Hur bevisar man (3.4)? Det réicker att visa sin kontraposition: Om c inte &r jamt s& kan ¢? inte
vara jamnt.

Om c ar inte jamnt sa ar det udda och kan skrivas som ¢ = 2n 4+ 1 f6r nagot heltal n. Det
medfor att > = (2n — 1)? = 2(2n% — n) + 1 s ¢? dr ocksd udda, det vill siga ¢ ar inte jamnt!

Bevis av sats 3.3. Vi antar att ¢ ar rationellt, det vill siga att ¢ = n/m for n,m € Z. Vi kan
ocksa anta att m och m inte har ndgon gemensam delare eftersom om vi kan skriva ¢ = n/m
och sedan stryker vi alla gemensamma delare mellan n och m.

Dérav far vi att 2 = ¢ = n?/m? som medfér att 2m? = n?. S& n? ar jaimnt och enligt (3.4)
medfor det att n &r jamnt och kan d& skrivas som n = 2¢ for ndgot ¢ € Z. Nu kan vi sitta
n =20 i 2m? = n? och fa 2m? = 4% som medfor att m? = 2¢2. Det innebér att m? ar jamnt och
déarfor enligt (3.4) ar m ocksa jamt.

Vi har bevisat att bade n och m &r jamna och det innebér att 2 delar bade n och m. Det ar
en motségelse till att n och m inte har nagon gemensam delare, dérfor ar c inte rationellt. [

Om det inte finns nagot enkelt sitt att hitta losningar till (3.3) hur kan vi da 16sa den?

17G.H. Hardy [5, s. 92] sa om satsen samt om Euklides bevis att det finns oéndligt ménga primtal: They are
‘simple’ theorems, simple both in idea and in execution, but there is no doubt at all about their being theorems
of the highest class. Each is as fresh and significant as when it was discovered—two thousand years have not
written a wrinkle on either of them.

18Observera att c ér en losning till (3.3).
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3.2.3 Det finns en unik positiv 16sning till (3.3)

Nu forsoker vi att hitta en lésning till (3.3). Eftersom ¢ representerar en lingd, vill vi hitta en
positiv 16sning ¢ till (3.3). Dessutom kommer vi till och med att visa denna lésning &r unik
bland positiva tal.

Metoden vi kommer anvinder oss av att hitta en losning ar att dela upp positiva tal Rt =
{z |z > 0} i tva delar. Vi definierar

M_={zeR"|2?<2} and M, =R\M_={zcR"|z*>2}. (3.5)

Alla tal z € R™ tillhor antingen till M_ eller M, men inte bade M_ och M, . P& sa séatt har vi
delat upp R™ i tva disjunkta delar. Vi skulle gissa att en 16sning c till (3.3) finns dar M_ och
M, méter varandra och det ar nu vad vi forsoker visa.

Sats 3.4. Lita ¢ = sup M_. Dd dr c en ldsning till (3.3), det vill siga ¢* = 2.

Bevis. Forst noterar vi att M_ inte dr tomt: till exempel 1 € M_ ty 12 < 2. Dessutom &r M_
begransad uppat: Om z > 2 si ar x? > 22 > 2 och darfor maste x < 2 for alla x € M_. Enligt
[11(a) finns det en minsta 6vre begransning till M_, sa ¢ ar vdldefinierat och ar sa att 1 < ¢ < 2.

Enligt (2.16) for varje 0 < ¢ < 1 finns det x € M_ sa att ¢ — e < x. Eftersom ¢ > 1 och
e<liarc—e>0s4 (c—¢e)? < a? och eftersom z € M_ ar 2% < 2.

(c—e)f<a*<2 = (c—¢e)*<2
= =2 +e2<2
= ?—2<2c—¢e*=(2c—¢)e.

Eftersom ¢ < 2 och € > 0 sa géller
?—2<(2c—¢e)e < (2x2—0)e < be (3.6)

for alla ¢ > 0.
Enligt (2.15) ar talet ¢ ocksa en 6vre begrénsning till M_ och darfor ome > 0 édrx < ¢ < c+e¢
for alla x € M_, sa

cte€M, = (c+e)*>2
— A4 2cc+e2>2
= *-2>-2cc—e>=—(2c+e)e

Vi har valt € <1 och vi vet att ¢ < 2 sa
?—2>—(2c+¢e)e>—(2x2+1)e=—b¢ (3.7)
for alla 0 < ¢ < 1. Uppskattningar (3.6) och (3.7) tillsammans medfor att
0<|c®—2| < b5e
for alla 0 < ¢ < 1. Nu far vi valja e = 1/(5n) for godtyckliga n € Z, sa
0<|c*—2|<1/n

for godtyckliga n € Z,. Dérfor enligt III(b) i avsnitt 2.3.2 dr |¢* — 2| = 0. Dérifran ser vi att
2 =2. [

Sats 3.5. Talet ¢ definierat i sats 3.4 dar det enda positivt tal som ldser (3.3).
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Bevis. Anta att det finns tva olika positiva 16sningar ¢; och ¢ till (3.3), s& ¢ = ¢ = 2. Vi far
ocksa anta att

c1 < Co. (38)
(Annars byter vi bara plats av ¢; och ¢s.) Vi kan rdkna ut att
0=2-2=cs—c=(co—c1)(ca+c1) (3.9)

Men eftersom bade ¢; och ¢y ar positiva ar (c2 4+ ¢1) > 0 och fran (3.8) ar (c2 — ¢1) > 0, sa
(C1 — Cg)(Cl + CQ) >0

som ar en motséagelse till (3.9) och darfor kan det inte finnas tva losningar till (3.3). O

3.3 Inversa funktioner

Nu far vi backa ett steg och tdnka pa vad vi har gjort i avsnitt 3.2.3. Vi tog en funktion f och
ett tal d och visade att det finns precis en positiv 16sning c till f(¢) = d — i avsnitt 3.2.3 var
f(z) = 22 och d = 2. T det har avsnittet vill vi fundera 6ver ndgra andra funktioner f: A — B
dar A och B ar delméngder av R. Vad behdvs for att fa en unik 16sning ¢ € A till ekvationen

fle)=d (3.10)

for varje d € B?

Vi kan dela upp vad vi fragar efter i tva delar. Forst vill vi for varje d € B finna en 10sning
c till (3.10). Om det &r mojligt kallas f for en surjektiv funktion. Sist vill vi till varje d € B
finna hogst ett ¢ € A sa att (3.10) galler. Om det stammer kallas f for en injektiv funktion. En
surjektiv och injektiv funktion kallas for bijektiv (eller inverterbar).

Om f: A — B ér bijektiv, definierar man en invers funktion f~!': B — A enligt

Fod) =

for varje d € B, dér ¢ ar den unika 16sningen till (3.10).

3.3.1 Kvadratrotter

Om vi gar tillbaka till avsnitt 3.2.3 vi kan se att det var ingenting speciellt med d = 2 och vi kan
upprepa argumentet for vilket positivt tal d som helst. Det vill sdga, vi far ersatta méngderna
M_ och M, i (3.5) med

M_(d)={zeR"|2*<d} and M,(d)=R\M_(d)={rcR"|2*>d}.
Vi kan upprepa argumentet i avsnitt 3.2.3 for vilket positivt tal d som helst och bevisa foljande
satsen.
Sats 3.6. Lit c =sup M_(d). Dd dr c den unika ldsning till > = d bland positiva tal.

Dessutom om d = 0 &r ¢ = 0 den enda lsningen till ¢ = 0. (Hur bevisar man det?)
L&t méngden av ickenegativa tal skrivas som Ry := {z € R|x > 0}. Darfor har vi visat att
f: Ry — Ry definierad enligt

f(z) =22 (3.11)
for alla z > 0 ar bijektiv och har d4 en invers f~': Ry — Ry . Inversen f~! dr ganska praktisk
sa vi anvander en sarskild notation som kallas kvadratrot: Vi skriver

VY= f"y)

for alla y > 0 déar f definieras enligt (3.11).
De foljande exemplen visar att niar man forsoker invertera en funktion ar det viktigt att
tdnka noga pa bade definitionsméngden och malméangden.
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Exempel 3.7. Funktionen f: R — R definierad enligt (3.11) for alla x € R dr varken surjektiv
(det finns inget x sd att x2 = —4) eller injektiv ((—2)?> = 22). Om f: R — R{ definieras enligt
(3.11) for alla x € R sd dr den surjektiv men inte injektiv. Som sagt ovan definieras f: Ry — R¢
enligt (3.11) for alla x € Ry sd den dr bide surjektiv och injektiv, déirfor bijektiv.

3.3.2 Rationella potenser

Med bara ett fatal dndringar far vi generalisera argumentet i avsnitt 3.2.3 ett steg till. Lat
n € Zy och d vara ett positivt tal. Vi ersitter méangderna M_ och M, i (3.5) med

M'(d) ={z e R"|2" <d} and M}(d)=R\M"'(d)={zeR"|a">d}

och sen arbetar man ungefar som i avsnitt 3.2.3 for att visa den foljande generaliseringen av
sats 3.6.

Sats 3.8. Lata ¢ = sup M™(d). Da dar ¢ den unika losningen till ¢ = d bland positiva tal.

Aterigen om d = 0 &r ¢ = 0 den enda 16sningen till ¢* = 0 s& det visas att funktionen
fn: Ry — R{ definierad enligt f,(x) = 2" for alla x > 0 ir bijektiv. Vi definierar da

Sy =1 ()

for alla iy > 0. Speciellt kallas &y for kubikroten ur y.
Nu far vi aven utoka definitionen av potens fran heltal till rationella tal genom definitionen

™ = {fam (3.12)

for alla a > 0, m € Z och n € Z,.° I synnerhet far vi skriva {/a som a'/”. Man far kontrollera
att om a,b > 0 sa giller sats 2.10 for rationella n och m. Vi skriver om satsen for rationella tal

har nedan.
Sats 3.9. Givna godtyckliga a,b > 0 och r,s € Q har vi att

1. a"a® = a" "3,

Bevis. Har bevisar vi 3 och lamnar de andra som en 6vning for lasaren.
Forst ska vi bevisa att

Vab = /aVb (3.13)

for alla positiva rationella a och b och n € Z,. Vinsterledet ar lika med den unika positiva
l6sningen z till ekvationen

" = ab. (3.14)

190bservera att hir har vi inte utékat definitionen av rationella potenser for negativa a fast definitionen for
heltalspotenser (2.12) édven géller for a < 0. Definitionen kriver att rationella tal forst skrivs med en positiv
namnare.
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Vi vet ockséd att {/a =y och {/a = z dér y respektive z ar den unika positiva losningen till
y" =a respektive z" =0b.
Vi vill bevisa att x = yz. Men enligt 3 fran sats 2.10 &ar
(v2)" = y'a" = ab

sd yz ar ocksa en losning till (3.14). Som en produkt av tva positiva tal &r yz ocksd positiva.
Eftersom det finns hogst en positiv 16sning till (3.14) sd maste z = yz, alltsa ar (3.13) bevisad.
Vi far skriva r € Q som r = m/n {6r n € Z, och m € Z. Enligt definitionen (3.12) och

(3.13) ar
a’b’ = a™"ym = Yam om = Vamom.
I sin tur ar
Vambm = 3/ (ab)™ = (ab)™™ = (ab)"

enligt 3 fran sats 2.10 och aterigen definitionen (3.12). Sa ar 3 bevisad. O

3.3.3 Andragradspolynom
Med verktyget kvadratrot kan vi rikna ut en formel for 16sningar (eller rétter) till ekvationen
ar® +br+c=0 (3.15)

for a # 0 och b, ¢ € R. Det vill sdga en formel for nollstillen x € R till andragradspolynomet
az? + bz + c. Forst maste vi tinka pd vad som hander nér definitionsméngden av f i (3.11) ar
R istillet for R .

Vi vet redan att f &r vixande pa {x |« > 0}. P4 liknande siatt visar man att f ar avtagande
pa {z|z < 0}. Precis som i avsnitt 3.2.3 kan man visa att det inte kan finnas tva eller flera
ickepositiva 16sningar = till 22 = d och vi raknar ut direkt att (—v/d)? = d s& —V/d ér den
ickepostiva 16sningen vi letar efter. Alltsd vet vi att det finns exakt tva 16sningar x till 22 = d
om d > 0, ingen 16sning om d < 0 och exakt en 16sning om d = 0 eftersom da ar vd = —v/d = 0.

For att nu lésa (3.15) observera att

2 _
ax —I—bx+c-a(x+—> ——+4c
sa (3.15) &r ekvivalent med

b\? b — 4ac
- = Nl
(m + 2@) a2 (3.16)

Det finns lésningar till (3.16) om och endast om b? — 4ac > 0. I fallet b* — 4ac > 0 ar (3.16)

ekvivalent med
N b N b2 — dac
T+ — | = _
2a 4a?

enligt argumentet ovan. Har betyder + att vi egentligen har tva méjliga ekvationer for x, an-
tingen den med plustecken eller den med minustecken (fast bada ekvationerna ar de samma om
b?> — 4ac = 0). Alltsa far vi att (3.15) har just tva 1dsningar

b b? — dac )
l':—%ﬂ: T Omb—4ac>0,
precis en losning
r=—— omb?>—4ac=0,
2a

och ingen l6sning alls om b? — 4ac < 0.
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3.4 Trigonometri
3.4.1 Definitioner

Ordet 'trigonometri’ kommer ifran det grekiska ordet for "triangel’ (trigonos) och ’linjal’” (métron)
och handlar om relationer mellan ldngder och vinklar i trianglar. Trots det ar det smidigt att de-
finiera trigonometriska funktioner med hjalp av en enhetscirkel, det vill sdga en cirkel med radien
1, med medelpunkten i origo. Anledningen till det ar att vi d& far ta R som definitionsméngden
for de tva forsta funktionerna vi definierar: cosinus och sinus. Funktionerna cos: R — R och
sin: R — R definieras som reella tal

cos =a och sinf=b

fran figur 14 for varje 6 € R.

rd

o
w16

€1l \
| N

o ¢

Figur 14: cos @ definieras som den langd (med tecken) ldngs xz-axeln man far ndr man gar moturs
runt enhetscirkeln pa ett avstand 6. sin f definieras som den lingd (med tecken) lings y-axeln
man far ndr man gar moturs runt enhetscirkeln pa ett avstand 6.

Observera att cos# = 0 om och endast om § = 7/2 + nr f6r n € Z. Med
A={0€R|0+#7/2+ nr for nagot n € Z}

kan man definiera funktionen tangens; tan: A — R enligt

3.4.2 Trigonometriska formler

Kom ihag fran avsnitt 3.1.1 att vi betecknade langden runt hélften av enhetscirkelns omkrets
m, darfor har hela omkretsen langden 27. Figur 14 overtygar oss om riktigheten hos féljande
formler:

cos(—0) = cos b, (3.17)
sin(—0) = —sin#6; (3.18)
cos(f + m/2) = —sinf; och (3.19)
sin(6 + 7/2) = cos 6. (3.20)

Fran Pythagoras sats (sats 3.2) far vi formeln

cos®f +sin’f = 1 (3.21)
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for alla @ € R.?° Formlerna

cos(0 + ) = cosfcosp —sinfsing och (3.22)
sin(f + ¢) = sin 6 cos p + cos @ sin , (3.23)

som géller for alla 6, ¢ € R, bevisas med hjélp av figur 15. Férst bevisar vi (3.22) och (3.23) for
0>0,¢0>0o0chf+¢p <7 Omb+p <mr/2 sefigur 15a och om 7/2 < § + ¢ < 7, se figur
15b. Formeln (3.22) bevisas genom att observera att lingden av rektangelns ovansida i figuren
ar lika med nedansidans langd. Och (3.23) bevisas genom att observera att lingden av vinster
sida av rektangeln ar lika med den hogra sidans langd. For godtyckliga 6 och ¢ anvinder man
(3.19) och (3.20) tillsammans med det sirskilda fallet av (3.22) och (3.23) som vi bevisat. Till
exempel, om 1/2 <@ <mochn/2<p<mdidr0<0—7/2<7m/20ch0<p—7/2<7/2s4

sin(f + ¢) = sin((0 — 7/2) + (p — 7/2) + )
=cos((0 —7/2) + (¢ —7/2) + 7/2) == sin((0 — 7/2) + (¢ — 7/2))
(3.20) (3.19)
== sin(f — 7 /2) cos(p — w/2) — cos(f — 7 /2) sin(p — 7/2)
(3.23)
= cosfsin p + sinf cos

(3.19) och (3.20)

nér (3.23) kan anvindas héar eftersom vi redan har bevisat att det géller da 0 < 0 — /2 < 7/2
och0<p—m/2<m/2.

um@ﬂg‘)-—-—-q.s}nc{s'ms'ﬁ
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< 3 3‘3
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¢
“® [1>]
o ) 1
W:C{WQ k-—m(@-tq)-——-—y};m:‘m@i
(a) Fallet 0 + ¢ < /2. (b) Fallet 7/2 < 04 ¢ <.

Figur 15: Med de hér bilderna bevisas (3.22) och (3.23) i fallet # > 0, ¢ > 0 och 0+ ¢ < 7. For
andra fall kan man anvénda det har fallet tillsammans med (3.19) och (3.20).

Utifran (3.17)—(3.23) kan man bevisa alla andra anvindbara trigonometriska formler. Till
exempel
cos(f — ) = cos B cos(—p) — sin @ sin(—¢) = cos b cos ¢ + sinfsin ¢

20Det dr brukligt att skriva (cos @)™ som cos™ 6, samt sin™ 6 = (sin 6)™ for positiva heltal n.
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enligt (3.22), (3.17) och (3.18). Pa liknande sétt far man
sin(f — ¢) = sin 6 cos(—p) + cos O sin(—p) = sin @ cos ¢ — cosfsin ¢
utifran (3.23), (3.17) och (3.18). Samt
sin(20) = sin(6 + 0) = sinf cos  + cos @ sinf = 2sin 6 cos §
enligt (3.23) och
c0s(260) = cos(f + ) = cos f cos § — sin fsin @ = cos® ) — sin® § (3.24)

enligt (3.22). Fran (3.24) och (3.21) far man

1 2

o2 g — L cos(20)
2

sin2g — L= Cos(20) C;’S<2">.

Man far ocksa

tan(6 + ) sin(f + ¢)  sinfcosp + cosfsingp  tanf + tangp
an = = —
7 cos(d + @) cosfcosp —sinflsing 1 —tanftanp

enligt definitionen av tangens, (3.22) och (3.23) om vi antar att varken 6, ¢ eller § + ¢ &r lika
med 7/2 4+ nm for ndgot n € Z.

Sats 3.10 (Trigonometriska olikheter). For 6 € (0,7/2) dr
sinfl < 0 < tan@.

Beuvis. Betrakta den fjardedel av en enhetscirkel som ritas i figur 16. Lat 77 vara den triangel
med hérnpunkterna A, B och E som ritas i figur 16a, T vara den triangel med hérnpunkterna
B, C och F och Ty vara den triangel med hornpunkterna A, C' och D. Dessutom lat W vara
den delen av enhetscirkeln mellan linjen fran A till C' och linjen fran A till E. Enligt figur 16a
ser vi att

TYUT, CcW CTy
sa genom att ta arean av méngderna och anvianda definition 3.1 far vi att
TV U T < |W| < |Ts].
Med hjalp av figur 16b rédknar vi ut areorna ovan och far att

cosfsinf (1 —cosf)sinf 6 tand

< =<
2 * 2 2 2

som kan foreklas till sinf < 0 < tan 6. O]
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(a) En fjardedel av en enhetscirkel, en  (b) Samma fjérdedelen av en enhetscir-
vinkel € € (0,7/2), nagra rata linjer och kel med langderna sinf, cos# och tan6
punkterna A, B, C, D och F. markerade.

Figur 16: En fjardedel av en enhetscirkel och en vinkel 6 € (0, 7/2).

3.4.3 Arcusfunktioner

De trigonometriska funktionerna sinus, cosinus och tangens ar inte bijektiva sa det ar inte mojligt
att definiera inversa funktioner for dem. De ar i synnerhet inte injektiva; till exempel

sin@ = sin(f + 2kw), cosf = cos(d +2km) och tanf = tan(d + )

for alla® € Roch k € Z,. Om vi emellertid begransar definitionsméngden pa ett lampligt satt ar
funktionerna bijektiva och, atminstone till de begransade funktionerna finns inversa funktioner.

[ avsnitt 3.3 innebar det mycket arbete att bevisa f: Ry — Rg definierad enligt formeln
f(x) = 2? for alla z € R var bijektiv (i synnerhet injektiv) eftersom vi inte hade nigon
geometrisk bild att lita till. Har kan vi vara lite slarviga eftersom vi har bilden i figur 14
och trigonometriska funktioner ar definierade som langder i bilden. Egentligen &r det samma
procedur att méata en lingd som vi gick igenom i avsnitt 3.2.3.

Det ér klart fran geometrin (till exempel, figur 14) att om vi begrénsar definitionsméngden
av sinus till [—7/2,7/2] dr den injektiv. D& har sinus virdemangden [—1,1]. Samtidigt ar det
klart att cosinus ar injektiv om vi begransar definitionsméngden till [0, 7] och har vardeméng-
den [—1,1], och att tangens (se figur 16) ar injektiv om vi begransar definitionsméngden till
(—m/2,7/2) och har virdemangden R. Alltsa definierar vi

arcsin: [—1,1] — [-7/2,7/2],
arccos: [—1,1] — [0,7], respektive
arctan: R — (—7/2,7/2)

som inversa funktioner till

sin: [-7/2,7/2] = [-1,1],
cos: [0, 7] — [—1,1], respektive
tan: (—7/2,7/2) — R.
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4 Exponentialfunktion, logaritm och komplexa tal

4.1 Exponentialfunktion
4.1.1 Ranta pa ranta

Om man ér tillrackligt rik for att spara pengar finns det tva bra anledningar att sdtta pengarna
pa ett bankkonto. Den forsta ar att banken har stoldforséikring och jattebra kassaskap. Den
andra ar att banken ger ranta sa man kan bli &nnu rikare! Banken har rad att betala ranta
eftersom den investerar de pengarna den samlar in fran alla sina kunder. Banken erbjuder sig
att dela behallningen med kunderna. Har ska vi fundera pa vad som hédnder nér banken betalar
ranta och vad som hédnder nir man later rdntan sta kvar pa bankkontot, sa att vi far rdnta pa
ranta.

Betrakta ett bankkonto som ger 1002% rénta per ar och banken gor n delbetalningar jamnt
fordelade under aret. Det betyder att varje n:e del av aret multipliceras beloppet pa kontot med
(14 x/n) och, eftersom det hiander n ganger under aret, har man efter ett ar (1 + z/n)™ ganger
sa mycket mer pengar pa kontot &n man ursprungligen satte in.

Nu stéller vi ett par fragor. Fragorna handlar om balansen mellan 6kningsfaktorn (1 + x/n)
som sjunker med n och antalet delbetalningar n som forstas okar med n.

1. Ar det béttre for kunden att banken gor flera delbetalningar?

2. Finns det nagon 6vre begrans beroende bara pa x och inte pa n for hur mycket banken
ska betala i ranta?

For att svara pa fragorna behover vi en hjalpsats.

Sats 4.1 (Bernoullis olikhet). For alla reella tal x > —1 och alla n € Zy far man att
(14+2)">1+nx (4.1)
Dessutom dr olikheten striang (det vill siga dr >’) om x # 0 och n > 2.

Bevis. Vi ger ett induktionsbevis. Forst kollar vi vad som hander dan = 1: (14+2)" = (14+x) >
(1+2) =14 nzsa (4.1) stimmer om n = 1. Sen antar vi att (4.1) stdmmer for n = m dar
m € Z, och betraktar fallet n =m + 1:

I+z)"=04+2)"1+2)>0+mz)1+z)=1+mz+x+mz®>>1+ (m+ 1)z

sa (4.1) stammer for n = m+ 1 och (4.1) ar bevisad. I vilket steg anviande vi hypotesen x > —17
Strang olikhet foljer ocksa av ett induktionsbevis men ldmnas som en 6vning for lasaren. [

Med hjélp av sats 4.1 kan vi svara jakande pa forsta fragan. Ju fler delbetalningar banken
gor desto mer ranta far kunden.

Sats 4.2. For alla x € R ochn € Zy sd att n > |z| dar

A\ T n+1
(1+—> §(1+ ) .
n n+1

Bewis. Det racker att bevisa
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Enligt sats 4.1 har vi att

LR TN
" n+1
_l’_

(e

_(1+i+ S (1 x )
(14 2)" n+1
+2) +

(n+:1:)x(n+1)> H(HniJ

() (o)

n+1 (n+z)n+1) (n+z)(n+1)?
n+z)(n+ 1)z — (n+ 1)nx — nz?
(n+z)(n+1)

x
=1+ >1
(n+z)(n+1)2 —

2

— 14

eftersom (

W<loch1+—>00mn>|x| O

Vi kan ocksa svara ja pa den andra fragan.
Sats 4.3. Det finns en funktion B: R — R sa att

(1 + %)n < B(x).

for alla x € R och n € Z, som uppfyller n > |x|.

(+2)(0-2)- (- ) =

Bewis. Vi rdknar ut att
sa

Enligt sats 4.2 vet vi att

for n > ng > |z|. Darfor far vi sétta ng = [|z|] + 1 dér [|z|] ar det minsta heltalet storre dn
eller lika med |x| och far att

(1-2)"< (1 - W)_(WH)

i RN | FEY
<1+ﬁ> < (1_W) := B(x).

och da



48 4  Exponentialfunktion, logaritm och komplexa tal

4.1.2 Exponentialfunktion

Nu ar vi bereda att definiera en funktion exp: R — R som kallas for exponentialfunktionen.
Forst definierar vi till varje x € R en foljd (exp,,(x)), enligt

_J0 om n < |z|,
exp, () = { (1+2)" omn > |z| (4.2)

For varje givet © € R ar (exp,,(z)), sa klart en icketom méngd och uppét begransad (enligt sats
4.3) sé enligt supremumaxiomet (III(a) i avsnitt 2.3.2) finns det en minsta 6vre begrinsning,
som betecknas

exp(x) = sup exp,,(x). (4.3)
TLGZ+
Speciellt bendmnar vi
e :=exp(1).

Sats 4.4. Exponentialfunktionen exp: R — R har foljande egenskaper:

1. exp

2
3
4. exp(z) < 1/(1 —xz) for alla x < 1; och
5. x> exp(z) ar en vizande funktion.

Bewvis. Observera forst att
exp,(z) >0

om n > |z| och eftersom exp(x) &r en dvre begransning av (exp, (x)), ar exp(z) > 0 och 1
bevisad.
Enligt sats 4.1 ar

exp,(x) = (1 + %) >1+u

for n > |z|, sa eftersom exp(z) ar en dvre begrénsning av (exp,,(z)), ar exp(xz) > 1+ = och 2
bevisad.

For att bevisa 3 betrakta godtyckliga n,m € Z., och skriv N = max{n,m} och M =
min{n, m}. Eftersom exp, (z) dr vixande i variabeln n ar

exp,,(x) exp,,(—z) = expy(z) expy(—2x) = <1 + %)N (1 - %)N = (1 - —2)N <1

for N > |z|, sa exp(x) exp(—x) < 1. Sen enligt sats 4.1 har vi att

2

M 2
exp, (o) exp(—) 2 expya)expg (o) = (1- 1) 2 1=

for M > |z|, sa exp(z) exp(—x) > 1 — % for alla M > |x|. Vi kan sammanstélla dessa slutsatser

och séger
2

X
0<1— —r) < —
<1 - exp(z) exp(—7) < -

for alla M > |z|. Enligt den arkimediska egenskapen I1I(b) i avsnitt 2.3.2 4r d& 1—exp(z) exp(—z) =
0 och 3 ar bevisad.
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Man kan bevisa 4 med hjalp av 2 och 3:

exp(r) = exp(—x) = 1—x

omz < 1.
Om z >y och n > |z| + |y| s& &ar

exp,(r) = (1+2)" > (14 2)" = exp, (y)
n n
sa exp(z) > exp(y) och 5 ar bevisad. O]
Sats 4.5. For alla x € R och r € Q dr
exp(rz) = (exp(z))’ (1.4)
och speciellt dar
exp(r) =e. (4.5)

Bevis. Vi bevisar bara (4.5) och lamnar (4.4) som en 6vning for lasaren.

Eftersom exp,(0) = 1 for alla n € Z,; &r exp(0) = 1 och (exp(1))® = 1 oavsett virdet
exp(l) > 0, sa vi har bevisat (4.5) om r = 0.

Nu betraktar vi > 0. Da far talet r € Q skrivas som r = ¢/m for {,m € Z, och man far

" eatmp = (10 G = (1 ) = (1) =ewr o

mk

for p = ¢k och ¢ = mk med k € Z,..
Betrakta A, := {p|p = lk for k € Z,}. Mangden A, ar en delméngd av Z, sa att till varje
n € N finns det en p € Ay sa att p > n. Enligt sats 4.2 vet vi ocksa att

exp, (£/m)"
ar vixande i p for p € A,. Dessa tva fakta medfor att

sup exp,(¢/m)™ = sup exp, (£/m)™ = exp({/m)™. (4.7)
pEAy neZy

Samma argument tillimpat pa A,, := {q|q¢ = mk for k € Z, } ger oss att

sup equ(l)g = sup exp, (1)’ = exp(1)". (4.8)
qEAm neZ

Enligt (4.6) dr méngderna
{exp,(¢/m)™|p € A} och {equ(l)E lq € A}
lika med varande, sa (4.7) och (4.8) medfor att
exp(£/m)™ = exp(1)". (4.9)

Ekvation (4.9) siger att f,,(exp(¢/m)) = exp(1)’ nér f,, definieras i avsnitt 3.3.2. Vi vet fran 1
i sats 4.4 att exp(¢/m) > 0, sa definitionen (3.12) medfér att exp(£/m) = exp(1)*™ och (4.5)
ar bevisad for r > 0.
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Nu betraktar vi 7 < 0. I sa fall far talet r € Q skrivas som r = —¢/m for {,m € Z, och
istéllet for (4.6) far man att

. (f/m) pm 1 mkl 1 qf ’

epr(—ﬁ/m) = ( — T = 1-— ﬂ = 1 - 5 = equ(—l)

for p = fk och ¢ = mk med k € Z,. Genom samma argument som fér » > 0 bevisar man att
exp(—{/m)™ = exp(~1)" = exp(1)~"

dar sista likheten foljer fran 3 i sats 4.4 med x = 1 och beviset slutar pa samma sétt som for
r > 0. [

Nar man ser sats 4.7 forstar man direkt varfor vi dopte exponentialfunktion sa. Men vad
som ar d&nnu mer intressant ar att exponentialfunktionen definieras inte bara for rationella tal
utan for alla reella tal! Denna punkt aterkommer vi till i avsnitt 4.2.

Sats 4.6. For alla x,y € R dr

exp(z +y) = exp(z) exp(y). (4.10)

Bevis. Med hjalp av sats 3.9, del 1 och sats 4.7 ar det enkelt att bevisa (4.10) da z,y € Q: Da
har vi att
exp(z +y) = "V = e"e? = exp(z) exp(y).

Men tyvérr dr e**¥, e® och e? inte definierade om z,y € R\ Q sa da maste vi jobba mer.

For godtyckliga z och y kan vi uppskatta talen bade uppifran och nedifran med féljder av
rationella tal, till exempel med avrundade decimalutvecklingar. Vi valjer tva foljder av rationella
tal, den ena (A,), C Q som ar en 6vre begransning av x och den andra (a,), C Q som &r en
undre begriansning av x sa att uppskattningen blir battre och béttre:

1
an <x <A, och 0<A,—a,<-—. (4.11)
n

for alla n € Z,. Pa samma satt véljer vi tva foljder (B,), € Q och (b,), € Q som uppskattar
y uppifran och nedifran:

1
b, <x<B, och 0<B,—b,<-—. (4.12)

3

for allan € Z,..
Sen betraktar vi exp(z + y)/(exp(x) exp(y)). Eftersom exp ar en vixande funktion (enligt
sats 4.4, del 5) medfor (4.11) och (4.12) att

exp(x + y) < exp(A, + B,) _ eAntBn — pAn—antBa—bn < 1 < 1
eXp(x) eXp(y) B eXp(an) eXp(bn) (4T5) 6an€bnsatg3.9 sats 45 dila_l 4_ (An N an + B’I’L N bn)(élTll)l a 2/”

for alla n > 3. Pa samma sétt medfor (4.11) och (4.12) att

exp(x + y) exp(an, + by) enton CAtb._B
> = i AnTOnTEn > ] n—A,+b,—B,) >1-2
GXp(ZL‘) exp(y) - eXp(An) exp(Bn) eAn gBn € = +(a + ) = /n

1 T
) sats 3.9 sats 4.4, del 2 (4.12)

4
(4.5

for alla n € Z,. Alltsa drar vi slutsatsen att

2 2 1 2 2
g__:(1_2/n)_1§M_1§—_1: /n_ _
n—2 n exp(z) exp(y) 1-2/n 1-2/n n-—2
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for alla n > 3, sa
2

—n-—2

exp(z +y)
exp(z) exp(y)
for alla n > 3 och enligt den arkimediska egenskapen (III(b) i avsnitt 2.3.2) ar

exp(z + y)
exp(z) exp(y)

- 1‘ 0
s (4.10) ar bevisat for godtyckliga =,y € R. O

4.2 Den naturliga logaritmfunktionen och irrationella potenser
4.2.1 Inversen till exponentialfunktionen

Nu vet vi ganska mycket om exponentialfunktionen. Tack vare sats 4.4 vet vi att den ar vixande
och att grafen sitter ovanfor grafen for « — 14 2z och nedanfor grafen for  — 1/(1 — x) om
x < 1. Det innebar att vi kan skissa en graf for hur funktionen ser ut. Se figur 17. I synnerhet
ser vi att exponentialfunktionens viardeméngd ar intervallet (0, 00). Utéver del 5 av sats 4.4 ar
exponentialfunktionen faktiskt strangt vixande. (Varfor? Tank pa del 2 av sats 4.4 och sats
4.6.) Det medfor att exponentialfunktionen ar injektiv, sa vi kan dra slutsatsen att funktionen
ar bijektiv. Det vill sdga att exponentialfunktionen ér inverterbar och vi kallar inversfunktionen
for den naturliga logaritmen:
In: (0,00) = R

definieras enligt
In(z) = y da y ar den unika lésningen till exp(y) = x

for varje givet x € (0,00). Varje egenskap hos exponentialfunktionen kan skrivas om som en
egenskap hos den naturliga logaritmen.

'\'Je‘i—" 3.,.5.‘)@:)

//’5-:\'\4

Figur 17: Exponentialfunktionens graf ligger under grafen av z +— 1/(1 — z) for x < 1 och 6ver
grafen av funktionen z — x + 1 samt z-axeln. Den ar ocksa véixande.

Sats 4.7. Den naturliga logaritmen In: (0,00) — R har féljande egenskaper:

1. z — In(x) dr en vizande funktion;

2. In(e) = 1;
3. In(a) <a—1 for alla a € (0,00);

4. In(a) > (a —1)/a for alla a € (0,00);



52 4  Exponentialfunktion, logaritm och komplexa tal

5. In(ab) = In(a) + In(d) for alla a,b € (0,00); och
6. In(a") = rln(a) for alla a € (0,00) och r € Q.

Bewvis. 1. Vi vet att exp ar vixande enligt 5 av sats 4.4. Definitionen av viaxande sdger att z < y
medfor att exp(x) < exp(y). Satt exp(x) = a och exp(y) = b. Vi vill bevisa att a < b medfor
att x < y. Anta att x > y da antingen ar x = y eller x > y. Om z = y 4r a = b eftersom exp &r
injektiv. Om = > y sa ar a > b eftersom exp ar vixande. Déarfor kan vi dra slutsatsen att x > y
medfor att @ > b som sdger att a < b medfor att x < y.

2. Eftersom exp(1) = e sd ar In(e) = 1.

3. Betrakta olikheten i del 2 av sats 4.4 och sétt exp(z) = a (sa = Ina). Da séger den att

a>1+In(a)

som medfor att In(a) < a — 1.
4. Betrakta olikheten i del 4 av sats 4.4 och sitt exp(z) = a for z < 1, sd a < e. Den séger
att
a<1/(1—-1In(a))

vilket medfor att (a—1)/a < 1In(a). Om a > e kan man kontrollera direkt att olikheten stammer:
Vi vet att In(a) > In(e) = 1 enligt del 1 och (e —1)/a < 1,sd In(a) > 1> (a—1)/a.
5. Betrakta likheten (4.10) hos sats 4.6 och satt exp(x) = a och exp(y) = b. Satsen séger att

exp(In(a) + In(b)) = ab

och det medfor att In(ab) = In(a) + In(b).
6. Betrakta (4.4) hos sats 4.5 och sétt exp(x) = a. Satsen siger da att

r

exp(rin(a)) = a

och det medfor att In(a”) = rIn(a). O

4.2.2 Irrationella potenser

Observera att vi kan anvianda exponentialfunktionen och den naturliga logaritmfunktionen for
att skriva om en rationell potens av ett reellt tal: Om vi tillimpar exponentialfunktionen pa
likheten i sats 4.7, del 6 far vi att

a” = exp(rin(a)) (4.13)

for alla a > 0 och r € Q. Medan vénsterledet av (4.13) ar odefinierat om r € R\ Q, &r hogerledet
definierat for alla 7 € R! Det vill séga att (4.13) ger oss ett smidigt sitt att utoka begreppet a”
till irrationella potenser r. Alltsa definierar vi (om)

x

a” = exp(xIn(a)) (4.14)

for @ > 0 och € R. Ekvationen (4.13) sékerstéller att de tva definitionerna (3.12) och (4.14)
stammer Overens om x € Q.

Annu en gdng fir vi upprepa sats 2.10, eller nirmare bestimt utéka sats 3.9 till irrationella
potenser. Men med definitionen (4.14) ar beviset mycket enklare &n beviset av sats 3.9.

Sats 4.8. Med givna godtyckliga a,b > 0 och x,y € R har vi att
1. a®a¥ = a* 1Y,

2. a®a” Y =a""Y,
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3. a®b® = (ab)”,
4. (a®)"t=a"", och
5. (a®)¥ = a™.

Bevis. 1. Enligt (4.14) ar

a®a’ = exp(zIn(a)) exp(yIn(a)) = exp(xIn(a) + yIn(a)) = exp((z + y) In(a)) = a™*¥.

sats 4.6

2. Enligt (4.14) ar

a®a”? = exp(zIn(a)) exp(—yIn(a)) = exp(zIn(a) —yln(a)) = exp((x — y) In(a)) = a® .

sats 4.6

3. Enligt (4.14) ar

a®b” = exp(zIn(a)) exp(z In(b)) = exp(zIn(a) + zIn(b))
= exp(z(In(a) + In(b))) = exp(xIn(ab)) = (ab)”.

sats 4.7, del 5

4. Enligt (4.14) ar

—x

(a") " = exp(~ In(a")) = exp(— In(exp( In(a)))) = exp(—(z In(a))) = exp(—z In(a)) = a

5. Enligt (4.14) ar

(a") = exp(yn(a”)) = exp(y In(exp(z In(a)))) = exp(y(zIn(a))) = exp(eyIn(a)) = a™.

4.3 Komplexa tal

Vi har anvént en linje som en modell for de reella talen. Till den har vi lagt axiom som i synnerhet
beskriver de aritmetiska operationer man kan utféra med dem. Vi har ocksa utnyttjat planet
for att representera par av reella tal, det vill siga element i R2. Vi har till exempel ritat grafer
och andra delméngder av R? med hjilp av koordinataxlarna (se avsnitt 2.5.3). Men vi har &nnu
inte tdnkt pa hur de aritmetiska operationerna kunde se ut nar de utfors med punkter i planet
istédllet for punkter pa en linje.

Dérfor staller vi en fraga:

Finns det ett sétt att utoka aritmetiska operationer fran den reella linjen till planet? (4.15)

For att vara mer exakt, betraktar vi den reella linjen som delméangden
{(z,y) |z € R och y =0} (4.16)

i planet R? (se figur 18), s& punkten (z,0) € R? representerar de reella talen z € R. T (4.15)
fragar vi om det dr mojligt att definiera aritmetiska operationer (addition och multiplikation)
for element i R? s& att:

1. Definitionerna stammer 6verens med de vanliga aritmetiska operationerna med reella tal
for delméngden (4.16);
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2. Definitionerna medfor att axiomen I(a)-I(e) i avsnitt 2.2.1 géller for godtyckliga a, b, c €
R2 .21

I synnerhet I(e) séger att de neutrala elementen 0,1 € R, nu skrivna som (0,0), (1,0) € R?,
maste uppfylla

(z,y)+(0,0) = (z,y) och
(2,9)(1,0) = (2,9) (4.17)

for alla (z,y) € R

s (el Yoty

l‘;J o -)

Figur 18: Vi identifierar x-axeln med den reella linjen och varje reellt tal x med punkten (z,0).

4.3.1 Kartesiska koordinater och addition i planet

Observera att nar vi skriver om hur addition och multiplikation av reella tal sedd som méangden
(4.16) far vi

(2,0) + (a,0) := (z +a,0) och
(x,0)(a,0) := (xa,0)

for alla reella x,a € R. Darfor ar det naturligt att gissa definitionen
(z,y) + (w,v) == (z + u,y +v) (4.18)

for addition i R?. Se figur 19. T (4.18) &r additionen i R? definierad med hénsyn till de aritmetiska
operationerna i R. Darfor ar det mojligt att verifiera axiom i R? under hypotesen att de stimmer
i R. Med valet (4.18) kan vi snabbt kontrollera att alla axiom som bara géller addition stdmmer:

(z,y) + (u,v) = (x +u,y +v) = (u+ 2,0+ y) = (u,v) + (z,y)
och

(z,y) + (u,v)) + (r,8) = (x +u,y +v) + (1, 5)
=(u+x+rv+y+s)
= (z,y) + (u+nrv+s)=(z,y)+ ((u,0) + (r,s)),

21V insisterar inte pa att man kan jimfora tva element i R2. Det vill sdga att vi inte letar efter ndgon utékning
av begreppet olikhet som redan géller f6r reella tal. Man kan faktiskt bevisa att det dr omdjligt att definiera
olikhet i det hir sammanhanget, men det ligger utanfér kursen. I synnerhet axiomen II(a)-II(d) i avsnitt 2.2.1
och axiom III(a)-III(b) i avsnitt 2.3.2 giller inte hér.
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(2,934 Q) (@) 3,¢), = (5,840

= Catu.bih")

) ‘=£°"U

Figur 19: Pa vénstersidan finns en illustration av addition i planet. Pa hogersidan finns en
illustration av multiplikation i planet.

samt
(#,9) +(0,0) = (2 + 0,y + 0) = (z,9)
for alla (z,y), (u,v) € R?, s att det som géller addition i I(a), I(b) och I(d) stémmer. Det finns

ocksa ett additivt inverst element: Eftersom

(z,y) + (=2, —y) = (x — 2,y —y) = (0,0)

kallar vi —(z,y) := (—z, —y) och ddrmed stammer det som géller addition i I(e).

4.3.2 Polara koordinater och multiplikation i planet

Man skulle kunna tédnka pa liknande satt nar det géller multiplikation: Vi skulle gissa att

(z,y)(u,v) = (zu, yv)

ar en definition for multiplikation. Men tyvérr gar det inte eftersom da ar (z,y)(1,0) = (z,0)
som betyder att (4.17) inte stdmmer for y # 0. S& vi maste fundera lite noggrannare pa det.

Inledningvis betraktar vi ett nytt koordinatsystem, som kallas for det poldra koordinatsyste-
met. Varje punkt identifieras med hjalp av tva tal, precis som i det kartesiska koordinatsystemet,
men har ar forsta talet avstandet r fran punkten till origo och det andra talet 6 &r vinkeln mellan
x-axeln och strecken mellan punkten och origo. Se figur 20. Vi skriver

(T7 9)1’
for att markera att koordinaterna ar polara och inte kartesiska. Likheterna
x=rcosf och y=rsind

ger sambandet mellan en punkts kartesiska koordinater (z,y) och poldra koordinater (r,6),.
Till skillnad fran det kartesiska koordinatsystemet finns det flera sétt att anteckna samma
punkt, till exempel

(0,0), =(0,6), och (r,0),=(r,0+2nn),
for alla 6 € R och n € Z.
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Figur 20: En punkt i planet har de kartesiska koordinaterna (z,y) och de polara koordinaterna
(Ta 0)17

Nu gar vi tillbaka till multiplikation i planet. Observera att multiplikation for den reella
linjen i polara koordinater ser ut som

0)p = (

( m)p = (rs, )

(r,m)p(s,0), = (rs,m),, respektive
T)p = (

for tva positiva reella tal (r,0), och (s,0),, ett positivt tal (r,0), och ett negativt tal (s, m),, ett
negativt tal (r,0), och ett positivt tal (s, 7),, respektive tva negativa tal (r, m), och (s, 7),. Det
leder till att vi kan gissa definitionen

(r,0)p(s,0)p == (18,0 + ©),p

for multiplikation i planet. Se figur 19. For att kontrollera att axiomen stdmmer for den hér
multiplikationen &r det praktiskt att forst rdakna ut hur den ser ut i kartesiska koordinater.
Betrakta godtyckliga punkter (z,y) = (r,0), och (u,v) = (s, ¢),. Da ar

(z,y)(u,v) = (rcos,rsinf)(scos g, ssinp)
= (rscos(d + @), rssin(d + ¢))
((7“ cos 0) (s cos @) — (rsinf)(ssin ), (rcosf)(ssin @) + (rsinf)(scosp)) (4.19)

(3.22) oc (3.23)

= (zu — yv, v + yu).
Utifran (4.19) kan vi kontrollera att alla aterstaende axiom stammer:

(z,y)(u,v) = (zu — yv,zv + yu) = (ux — vy, ve + uy) = (u,v)(z,y)

och
(@, y)(u,v))(r,s) = (zu — yv,zv + yu)(r, s)
= ((zu — yv)r — (zv + yu)s, (xv + yu)r + (zu — yv)s)
= (x(ur —vs) — y(us +or), y(ur — vs) + x(us + or))
= (z,y)(ur —vs,us +or) = (z,y)((u, v)(r, 5)),
samt

(z,9)(1,0) = (1x — Oy, 0x + 1y) = (z,y)
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for alla (z,y), (u,v) € R?, s& vad géller multiplikation i I(a), I(b) och I(d) stimmer det. Dess-
utom kan vi ocksa kontrollera att

(@, y)((u,v) + (r,8)) = (z,y)(u + 71,0+ 5)
= (@(u+r)—ylv+s),z(v+s)+ylutr))
= ((zu — yv) + (zr — ys), (zv + yu) + (zs + yr))
= (zu — yv,zv + yu) + (zr — ys,xs +yr)
= (l” y)(“? U) + (SL’, y)(?”, 3>a
sd I(c) stammer. Det enda axiom som star kvar ar existensen av en multiplikativ invers i I(e).
Vi senareldgger till (4.21) kontroll av den sa att vi kan inféra lite notation. Kom ihag fran (4.19)

att vi identifierade punkten (1,0) i planet med det reella talet 1. Nu identifierar vi ocksa (0, 1)
med bokstaven i. Eftersom

(xay> - (JI,O)(L 0) + (y,O)(O, 1)

for alla z,y € R kan vi identifiera
en punkt i planet (z,y) med x + iy.

Med denna notation ar all aritmetisk rdkning enklare att komma ihag. Nu ar aritmetisk rédkning
precis det samma som rakning med reella tal eftersom talsystemet uppfyller samma axiom. Om
vi bara kommer ihag att

i = —1 eftersom enligt (4.19) & (0,1)(0,1) = (—1,0)
ar det latt att se

(x +iy) + (u+ i) = (u+v) +i(y+v) och
(z + iy)(u + iv) = uz + Vi + Yyui + yoi* (4.20)
= ux + xvi + yui + yo(—1) = (ux — yv) + (zv + yu)i
precis som sagt i (4.18) och (4.19) med tyngre notation. Vi kallar R? rustad med notationen
(1,0) = 1 och (0,1) = 4, och additions- och multiplikationsreglar (4.20) for det komplexa planet.

Det betecknas
C:={z+iy|z,y € R}.

4.3.3 Aritmetik med komplexa tal

Betrakta figur 21. For z = x + iy € C definierar vi konjugatet till z att vara
Z=x—1

och absolutbeloppet
|z| = /2?2 + 2.

Realdelen av z ar R(z) := x och I(2) := y kallas for imagindrdelen av z. Om R(z) := 0 kallas z
for imagindrt. Argumentet av z definieras som en vinkel arg(z) := 6 som uppfyller

b
tanf = —.
a

Observera att
2z = (x4 y)(x —iy) = 2?4yt = |Z|2
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.VI,..G,)}— o R

Figur 21: Ett par begrepp for komplexa tal: konjugatet, absolutbeloppet, realdelen, imaginér-
delen och argumentet, samt talen 1 och ¢ i det komplexa planet.

Om z # 0 medfor det att

z
z— =1 4.21
BE (4.21)
sa vi har hittat en multiplikativ invers
1 z T — 1y

S

till z for alla z # 0 och I(e) &r dntligen bekréftat.

Sats 4.9. For alla komplexa tal z och w har vi att

5. arg(zw) = arg(z) + arg(w).

Som sagt i avsnitt 4.3.2 foljer alla berdkningar som géaller addition, multiplikation, subtrak-
tion och division samma reglar som géller for reella tal eftersom komplexa tal uppfyller samma
axiom I(a)-I(e). Dessutom definierar vi heltalspotsener for komplexa tal pa samma sétt. Det vill
sdga att (2.12) och (2.13) géller for a € C, samt sats 2.10 {6r a,b € C.

Men kom ihag att kvadratrotter ar nagonting utover aritmetik s vi maste atervinda till
fragan i samband med komplexa tal. Det gar dock lite fortare den har gangen eftersom vi kan
dra nytta av allt arbete vi har gjort med reella tal. Betrakta likheten

2 =w (4.22)
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for z,w € C. For ett givet w € C vill vi hitta alla losningar z € C till (4.22). Man kan skriva
z=x+ iy och w=wu+ v for z,y,u,v € R och da kommer (4.22) att vara

v —y? + 2xyi = (z +iy)? = u + v,

Darfor ar

2> —y* =u och (4.23)

20y = v (4.24)

Man kan forstas 16sa de tva ekvationerna for x och y men det ar lite smidigare att ocksa ta
absolutbeloppet av (4.22). Déarav far man likheten

2 4y = Vu2 + 02 (4.25)
sa fran (4.23) och (4.25) far man att

5 U+ Vu?+v?

= h
T 5 oc

s Vur+vr—u
— 5 ,
Observera att hogerleden ar alltid definierade och aldrig negativa. Det medfor att vi har (hogst)
tva mojliga x och ockséa (hogst) tva mojliga y:

u+ Vu? +v? vur+v?—u
r=4+\/—— and y=+——-—.
2 2
Vid forsta anblicken ser det ut som det finns totalt fyra moéjliga 16sningar z = x + iy till (4.22),
tva for x och tva for y. Men tank pa vad (4.24) sidger om tecknen av z och y: Om v > 0 sa
ar bade x och y positiva eller negativa; Om v < 0 sa &ar ett av x och y positivt och det andra
negativt. Det medfor att vi har (hogst) tva losningar till (4.22). Formeln for 16sningarna &r

ﬂ:(\/u+@+l\/@_u) OmUZO.

4.3.4 Komplexa exponentialfunktionen

Hér vill vi motivera en definition for den komplexa exponentialfunktionen. Kom ihag fran avsnitt
4.1.2 att definitionen av exp(x) for reella tal z var supremum av uttrycket

(1+3)

n
for n > |x|. Eftersom vi nu ockséa kan betrakta komplexa tal verkar det rimligt att bara séitta in
ett komplext tal istillet for  och plotsligt har vi utokat exponentialfunktionen till komplexa tal.
Problemet med den déar idén &r att vi inte har ndgot begrepp om supremum &ver komplexa tal.
Begreppet som vi behover ar istéllet gransvdrde. Har kommer vi inte att ge en precis definition

men ett gransvdrde dr det tal som elementen i en f6ljd narmar sig langs foljden. I avsnitt 4.1.2
kunde vi ha jobbat med gréansviarden istéllet for suprema och den skulle fungera for komplexa
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tal ocksa. Men eftersom gransvarden hor till nésta kurs gor vi bara en liten handviftning héar
for att motivera en trigonometrisk definition.
Betrakta ett imagindrt tal i@ (f € R). Vi vill rdkna ut hur

PIES (1 + @)n (4.26)

n

ser ut for jattestoran € Z..
Forst uppskattar vi absolutbellopet |z,| underifran:

O\ " 01" 02 n/2 02
|zn|:‘(1+z—) =+ 2 :(1+—2) >1+ —>1
n sats4:£r), el 3 n n T

2n
for alla jaimna n > |0]. Sen uppskattar vi det uppifréan:

sats 4.1

62 n/2 62 n?/(2n)
al= (14 5) = (14 5) et < exple) ) — /expl
n T

(4.2) (4T3)

for alla n > |#|. Man kan tinka sig att ju storre n ér, desto ndrmare den (2n):e roten av exp(6?)
blir till 1. Darfor &r det rimligt att behova

] = 1. (4.27)

Nu uppskattar vi argumentet i (4.26). Se figur 22. Tack vare sats 3.10 ar arctan < 6 for

Figur 22: Det komplexa talet 1 + if/n har absolutbeloppet /1 -+ 6%/n? och argumentet
arctan(f/n).

0 € [0,7/2). Darfor kan vi uppskatta arg(z,) uppifran for tillriackliga stora n:

arg(z,) = narg(l +i0/n) = narctan(f/n) < 0.

sats 4.9, del 5

Man kan ocksa tanka sig att arctan(f/n) ar bara sa lite mindre &n /n for stort n, sa att det ar
rimligt att behova
arg(e) = 6. (4.28)

Med motivationen for (4.27) och (4.28) i atanke definierar vi

" .= cos(0) + isin(0) (4.29)
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for 0 € R. Formel (4.29) kallas for Fulers formel och leder till den f6ljande representationen for

komplexa tal i polér form:

2z =rcosf +irsinf = re

dér r = |z| och 6 = arg(0).
Man kan sétta ett komplext tal z = z+iy i (4.26) istéllet for i for att motivera definitionen

e = e"e" = e*(cos(y) + isin(y))

for alla 2 = 2 + iy € C (z,y € R). Aterigen, eftersom komplexa tal foljer samma aritmetiska
axiom som reella tal, giller satserna 4.5 och 4.6 for z,y € C (och exp(z) = e for z € C). Med
de har definitionerna ér foljande sats enkel att bevisa.

Sats 4.10. For alla 0 € R dr

1. €™ +1 =0 (Eulers identitet),

2. (cosf +isin @)™ = cos(nb) + isin(nf) (de Moivres formel),

3. cos = (e +e7)/2, och

4. sinf = (e — =) /2i.

Eulers identitet (del 1) ar sardeles vackert eftersom den innehéller tre operationer som &r
vasentliga for var resa—addition, multiplikation och exponentiering—samt fem tal med mycket

olika ursprung—det additionsneutrala elementet 0, det multiplikationsneutrala elementet 1, den
halva enhetscirklens ldangd 7, den naturliga basen e och den komplexa enheten 1.

Referenser

[1] A. Asratian, B.O. Turesson, A. Bjorn, Diskret matematik, Kompendium, Linkopings uni-
versitet, 2013.

[2] Carl B. Boyer & Uta C. Merzbach, A History of Mathematics, third edition, John Wiley &
Sons, New Jersey 2011.

[3] .M. Copi and C. Cohen, Introduction to Logic, trettonde upplagan, Pearson Education,
New Jersey 2009.

[4] G. Forsling and M. Neymark, Matematisk analys: En variabel, andra upplagan, Liber AB,
Stockholm 2011.

[5] G.H. Hardy, A Mathematician’s Apology, Cambridge University Press, Canto Ed. 1992.

[6] C. Hyltén-Cavallius and L. Sandgren, Matematisk analys I, Hiken Ohlssons Boktryckeri,
Lund 1964.

[7] Robert Kaplan, The Nothing That Is: A Natural History of Zero, Oxford University Press,
Oxford 1999.

[8] Victor J. Katz, A History of Mathematics: An introduction, HarperCollins College
Publishers, New York 1993.

[9] Henrik Petersson, Undersokande matematik: Differentierade problem, Studentliteratur AB,
Lund 2017.

[10] S. Stolt, Geometri: euklidisk och icke-euklidisk, Berlingska Boktryckeri, Lund 1968.
[11] M. Lowing, Grundliggande geometri, Studentlitteratur AB, Lund, 1964.



	Introduktion
	Grundlägande koncept och verktyg
	Logik och räkneoperationer
	Logik
	Hur man skriver argument inom matematik

	Längdmått och de reella talen
	Ett axiomsystem för de reella talen
	Heltalspotenser
	Talbeteckningssystem för heltal
	Decimalutveckling
	Rationella tal

	Mängder och följder
	Mängder
	Ytterligare egenskaper hos reella tal
	Följder och induktion
	Aritmetiska och geometriska följder

	Summor och kombinatorik
	Summor
	Binomialsatsen

	Funktioner, koordinatsystem och grafer
	Funktioner, defintionsmängder och värdemängder
	Polynom
	Koordinatsystem och grafer
	Monotonicitet


	Geometri och reella tal
	Former, längd och area
	Avstånd, längd och vinkel
	Former och area

	Pythagoras sats och irrationella tal
	Pythagoras sats och en praktisk fråga
	Lösningar c till (3.3) är irrationella
	Det finns en unik positiv lösning till (3.3)

	Inversa funktioner
	Kvadratrötter
	Rationella potenser
	Andragradspolynom

	Trigonometri
	Definitioner
	Trigonometriska formler
	Arcusfunktioner


	Exponentialfunktion, logaritm och komplexa tal
	Exponentialfunktion
	Ränta på ränta
	Exponentialfunktion

	Den naturliga logaritmfunktionen och irrationella potenser
	Inversen till exponentialfunktionen
	Irrationella potenser

	Komplexa tal
	Kartesiska koordinater och addition i planet
	Polära koordinater och multiplikation i planet
	Aritmetik med komplexa tal
	Komplexa exponentialfunktionen



