Inledande matematisk analys (TATAT79)

Hostterminen 2017

Modul F: Den naturliga exponentialfunktionen och sin invers

Forberedelse

F.1 Léas avsnitt 4.1 av Ge svar pa tal. Bevisen av sats 4.5 och 4.6 ar lite svarlasta men det
dugger att senareldgga lasning av bevisen (fast inte satserna) till forberedelse for forlasning

F.

Lektion F1

Grupparbete

F.2 Tavsnitt 2.2.2 definierade vi en potens a” dar € Z och a # 0. I avsnitt 3.3.2 hittade vi ett
sitt att utvidga begreppet a”, minst i fallet a > 0, till rationella x som lyder potensregeln

a* v = q%a¥.

I den héar uppgiften utreder vi om det finns andra funktioner f: Q — R som lyder samma
regel, det vill saga

flx+y) = f(z)f(y) (F.1)

for alla rationella x och y, samt likheten

f(1) = a (F2)
for givet @ > 0. Man far bara bygga pa (F.1) och (F.2) for att harleda era slutsatser.

(a) Utred om man kan skriva f(2) som ett uttryck i a.

(b) Kan man skriva f(2z) som ett uttryck i f(x)? Dra slutsatsen att f(z) > 0 for alla
rationella .

(c) Skriv f(nx) som ett uttryck i f(x) och n for godtyckliga positiva heltal n och ratio-
nella z. Vad séger din slutsats om f(n)?

(d) Bevisa att f(z/m) = 3/ f(x) for positiva rationella x och positiva heltal m.

(e) Bevisa att f(n/m) = a™™ med n,m € Z,. (Det vill siga f(z) = a® for positiva
rationella z.)

(f) Rékna ut f(0).
(g) Bevisa f(z) = a” for alla negativa rationella .

(h) Dra slutsatsen att det finns hogst en funktion f: Q — R som uppfyller (F.1) och
(F.2).

(i) Extra: Diskutera om det kan vara méjligt att dra samma slutsats om man istéllet
betraktar f: R — R som uppfyller (F.1) och (F.2).



Sjalvstudieuppgifter

F.3 Anta att exp(z) = v/2 och exp(y) = v/8. Rikna ut (a) exp(z + y), (b) exp(2x) och (c)
exp(2x + 2y).

F.4 Om z € R uppfyller exp(2x + 3) = exp(2x) + exp(3) rdkna ut mojliga varder for exp(x).

F.5 Kom ihag att e := exp(1). Anvander definitionen (4.3) och sats 4.3 for att visa

(1e3) == (1-3)
1+ — <e<(|1-—-=

n 2
for alla n € Z, och i synnerhet 9/4 < e < 4.

F.6 I sats 4.4, del 5 visade vi att exponentialfunktionen ar vixande. Anvinder del 2 av sats
4.4 och sats 4.6 for att visa exponentialfunktionen ar strangt véixande.

Forberedelse for forelasning F: Den naturliga exponentialfunktionen
och den naturliga logaritmfunktionen

F.7 Léas avsnitt 4.2 av Ge svar pa tal.

Lektion F2
Grupparbete

F.8 I den hér uppgiften utreder vi hur snabbt exponentialfunktionen samt den naturliga loga-
ritmfunktionen véxer jamfort med polynom.

(a) Kom ihag att exponentialfunktionen ér ett supremum av polynom (se definitionen
(4.3)). Bevisa att

— < exp(x) (F.3)
nn
for varje x > 0 och n € Z,..

(b) Utifran (F.3) precisera vad det kan mena att séga exonentialfunktionen exp(z) véixer
snabbare an ett godtyckligt polynom for tillrackligt stort z.

(c) Skriv om (F.3) som ett pastaende som handlar om den naturliga logaritmfunktionen.

(d) Utifran svaret till (c) dra slutsatsen att for varje e > 0 finns det ett C' > 0 sa att

In(a) < Ca®

for alla a > 1.

(e) Utifran svaret till (d) precisera vad det kan mena att séga den naturliga logaritm-
funktionen In(a) vixer mer langsamt dn en godtycklig positiv potens for tillrackligt
stort a.



Sjalvstudieuppgifter
F.9 %2.7, 2.8, %2.9, 2.11 och %2.14 fran Problem for envar.

F.10 Forenkla foljande uttryck:

(a) exp(In(vz + 1) + In(v/z — 1)) fér x > 1; och
(b) 2In(exp(v/x + 1)exp(v/z — 1)) for z € R.

F.11 %2.28, %2.35 och 2.36(a) fran Problem for envar.

Inlamningsuppgifter

F.12 Gor inldmningsuppgifter F och lamna de in till din handledare eller i gruppens fack som
ligger i korridoren 2A, B-huset, mellan ingangar 21 och 23. Du far ldmna in de se-
nast den l:e december 2017 och far aterkoppling inom tva dagar (kolla facket om
du har inget handledningstillfille). Inlimning av eventuell komplettering samt hamtning
av aterkoppling skers pa samma séitt. Komplettering far lamnas in senast den 11:e
december 2017.



