TATA79/TEN3 Tentamen, 2016-08-16

Inledande matematisk analys

(a) Anta att k € N och a € R uppfyller villkoren
k>a—1 och k!'>a". (W)
Bevisa att villkoren i (#) medfor att n! > o™ for alla n € N sa att n > k.

(b) Vilket #r det minsta naturliga talet k sa att villkoren (#) stdmmer om
a =27

Solution:
(a) Man kan anvinda induktion for att visa
n! > a" (1)

for alla n € N sa att n > k. Bas fallet n = ki (1) &r ett av villkoren vi
antar, sa vi behover inte visa det. Nu antar vi att (1) stdmmer for n = ¢
och betraktar fallet n = ¢+ 1:

L+1>k+1>a

som dr (1) med n = £+ 1. Enligt induktion har vi visat att (1) stdmmer
for alla n > k.

(b) k = 4.

2.
Anvind att

cos(f + ¢) = cos f cos ¢ — sin @ sin @,
sin(f + ) = sinf cos ¢ + cosfsing

och
sin?6 + cos?0 = 1

for alla 6,9 € R for att visa

cos(36) + 3cos b

3
9 =
cos 1

for alla 0 € R.

Solution:



Man kan réckna ut att
cos(30) = cos(20 + 0) = cos(26) cos § — sin(26) sin O
= cos(f + 0) cos @ — sin(f + 0) sin
= (cosfcosf — sin@sin ) cos @ — (sinf cosd 4 cosfsinf) sin f
= cos® ) — 3cosfsin? f = cos® § — 3cosO(1 — cos® 0)
=4cos® 6 — 3cos b

Och dérfor &r
cos(36) + 3cos b

3
0 =
COS 1

for alla 6 € R.

3.
(a) Definiera a® f6r a > 0 och z € R.

(b) Anvind bara egenskaper av exponential- och logaritmfunktionen for att
visa x +— a” &ar en vixande funktion om a > 1.

Solution:
(a) a* :=exp(zln(a)) f6r a > 0 och z € R.
(b) Det riicker att visa a**" —a® > 0 for alla z € R och h > 0. Men enligt
definitionen av irrationella potenser vet vi att

aw+h

—a” =exp((x 4+ h)In(a)) — exp(zln(a)) = exp(zIn(a)) exp(hln(a)) — exp(z In(a))
= exp(xIn(a))(exp(hIn(a)) — 1) = a®(a™ — 1)

och a® := exp(zIn(a)) > 0 (sats 4.4(1)) sa det riicker att visa (a" —1) > 0.

Vi vet att exp(x) > 1+« (sats 4.4(2)). Dérfor &r

a" = exp(hIn(a)) > 1+ hln(a).

Eftersom In(a) > (e —1)/a > 0 om a > 1 (sats 4.7(4)) och h > 0 &r da
a™ > 14 0=1 och vi har visat att « — a® dr en vixande funktion.

4. Bevisa att

- o nn+1)2n+1
S ot D2+ )

i=1
for varje n € N.

Solution: Vi anvander oss av induktion for att visa

ZiQ _ n(n + 1)6(2n + 1)' )

Forst kan vi kontrollera att (2) stdmmer nér n = 1. Da har vi att

L, nn+1)@2n+1)  11+1D)2+1)
Zz =1 och 5 = 5 =1,

i=1



sa (2) stdmmer fér n = 1. Nu antar vi att det finns ett tal m € N sa att (2)
géller for n = m (vi vet att det finns minst ett saidant m eftersom vi precis har
bevisat likheten (2) da n = 1) och forssker bevisa (2) i fallet n = m + 1: Vi
raknar

m—+1 m
Yo=Y i+ (m+1)’ =
i=1 i=1 :

enligt antagandet ovan

m(m+1)(2m + 1)

+ (m+ 1)

Men

m(m +1)(2m + 1)
6
_m(m+1)(2m+1) +6(m + 1)2 _ (m+1)(m@2m+1)+6(m+1))

6 6
(m+1)(2m2+7Tm+6)  (m+1)(m+2)(2m +3)

+ (m+1)2

6 6
(m+1)((m+1)+1)2m+1)+1)
5 .

Dérfor
m—+1
2 (m+1)((m+1)+1)(2(m+1)+1)

6 )

som siiger (2) giller med n =m + 1.

Sa vi har bevisat att om (2) giiller med n = m f6r nagot m € Z*+ s giller
det med n = m+ 1. Vi har ocksa kontrollerat att (2) géller fér n = 1. Sa vi drar
slutsatsen att (2) géller for alla n € N.




(a) Betrakta en punkt (x,y) i planet som ligger pa en cirkel med radien r > 0
och medel punkt i origo. Det innebér da att 22 + y? = 2. Lat y > 0, och
0 och ¢ vara vinklarna i bilden nedan. Visa att cos(6 + ¢) = 0 for alla

(z,y).

[3‘16-)
e
%
=r,o) e, &
Solution: Vi kan direkt se att
cosh=— Y gmo—-—_“FHT
VY2 + (z+7)? Y2+ (x+1)?
cosp = Y och Sin(p:L.

Darfor kan vi rékna

cos(f + ¢) = cos(#) cos(p) — sin(8) sin(p)

_ Y Y B T+ r—x
VIEZ+@+r)2 2+ -2 2+ @ +r)2 2+ (r— )2
y?— (x+7r)(r—a) _ y? 4+ a? —r?

=0

IR R e Y e Y eV R G,

6.

(a) Definiera ' for 0 € R.

(b) Bevisa att
eiw

_ — pilz—y)
ey

for alla reella tal x och y. Endast definitioner och trigonometriska réknelagar
far anvindas utan att de forst bevisas.

Solution:

(a) € :=cos® +isind for 0 € R.



e’LI

e  cosy+isiny  (cosy+isiny)(cosy — isiny)

cosz+isinz  (cosz +isinz)(cosy — isiny)

= (cosx cosy + sinzsiny) + i(sin z cosy — cos x siny)

cos(z —y) + isin(z — y) = 'Y,

7.
(a) Kom ihag att k! := Hlej =k(k—1)...2x 1 for k € N. Visa att
B> (k/2)? (%)

for jamna k € N. (Oliketen (&) giller dven for udda k men det behovs
inte visas.)

(b) Anvénd (&) for att visa villkoren
k>a—1 och k> 2d®

medfor dem i ().

Solution:
(a) Definitionen av k! medfor att

LI o\ k72
HJ e I 5-(5)
j=k/2+1 =k/2+
(b) Det forsta villkoret &r det samma som det forsta i (#). Den andra medfor

att
> (k/2)%? > o

som #r den andra i (#).




