TATA79/TEN2 Dugga 2, 2019-01-14

Inledande matematisk analys

(a) Skriv kontrapositionen av pastaendet

”Om n ar ett primtal och jdmnt da &r n = 2.”

(b) Skriv 7 = 71p i det terniira talsystemet.

Solution:

(a)

”Om n # 2 da dr n udda eller inte ett primtal.”

(b) Tio=1x3%+2x 3! =213.

2. Kom ihag Pascals identitet: For positiva hela tal n och k sa att k <n —1

har man att
n—1 " n—1 _(n
k k—1) \k)’

Betrakta ett godtyckligt positivt heltal n och £ =0,1,...,n — 1. Ge ett induk-
tionsbevis (ddr man anvénder induktion éver k) av likheten

()= ()

Jj=0

Solution:
For ett godtyckligt positivt heltal n vill vi bevisa

S (t) = (") o

=0

<.

for varje heltal k =0,1,...,n — 1.
For basfallet kK = 0 har vi att

och

s (1)o stdmmer.



Nu vill vi visa att (1)k—1 = (f)r for &k = 1,2,...,n — 2: Vi ridkna med
hjdlp av Pascals identitet och (f)g_1 att
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Pascals identitet

s& (1 = (e for k=1,2,...,n—2.
Enligt induktionsprincipen dr (f); bevisat fér positiva heltal n och k =
0,1,...,n— 1.

3.
Réaknar ut resten av

p(x) ::1+z+x2+...+x57:2xk

k=0
delat med ¢(z) :== z(z + 1).
Solution:
Vi vet att vi kan skriva
p(x) = q(x)k(z) + r(z) (1)

for polynom k och r dér r #r antingen trivialt eller deg(r) < 2. Dérfor kan r
skrivas som r(z) = azx + b for a,b € R. Vi sétter = 0 och x = —11 (1) och far

{1 p(0) = g(0)k(0) +7(0) = b och
p(—1) = g(~1)k(~1) + r(~1) = —a +b.

Sia=b=1ochr(z)=z+1.



Alternativt kan man rakna direkt att

57
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28
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sé kvotet ir k(z) := Y0 | #®*~1(14x) och resten &r r(z) := 14 (ty deg(r) <
2).

4. Betrakta en funktion f: (3,00) = (0, 00) definierad enligt uttrycket

2

Y

for alla x € (3,00). Utred med bevis om f dr inverterbar eller inte och i fallet
den &r inverterbar ge inversen.

Solution:
For y > 0 rdknar vi att

—f()—W/L:> 2o 2, 53— 2 . a—342
LV - TR TR

For alla y > 0 dr 2/y? > 0 och dirfor 3 + y% > 3, sa for varje y € (0,00) finns
det hogst ett x € (3,00) som léser ekvationen y = f(z). Déarfor dr f injektiv.
For y > 0 kan vi ocksa rikna att

2 2 2 [ 2
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y >0

Dirifran ser vi att y = f(z) har for varje y € (0, 00) minst en 16sning x € (3, 00),
sa f ar surjektiv.

Eftersom f dr surjektiv och injektiv dr den inverterbar. Fran rdkningen ovan
ar inversen tydligen

for alla z € (0, 00).




5. Visa att
sin(36) = 3sinf — 4sin® 4.

Du far anvéinda andra trigonometriska likheter vi har sett under kursens gang
utan bevis sa linge du anger de tydligt i din 16sning.

Solution:
Vi anvander oss av:-

Additionsformeln fér sinus:  sin(y + ) = sin ¢ cos 6 + cos p sin 6;
Dubbel vinkel formeln fér sinus:  sin(26) = 2sin 6 cos 6;
Dubbel vinkel formeln foér cosinus:  cos(26) = cos? § — sin® 6;

Trigonometriska ettan: sin? @ + cos? 0 = 1.
Vi rédknar

sin(30) = sin(20 + 0)
= sin(26) cos 6 + cos(20) sin 4

Additionsformeln fér sinus
= (2sin6 cos ) cos O + (cos® 6 — sin® ) sin 0
Dubbla vin‘}llar formler
= 2sinf cos? O + (1- 2 sin? 9) sin 6
Trigonometriska ettan
=2sinf(1 —sin®0) + (1 — 2sin® @) sin 0
Trigonometriska ettan

= 3sinf — 4sin’ 6.

6.
Betrakta funktionerna sinh: R — R och cosh: R — R som definieras enligt
formler

cosh(z) := ete” och sinh(z) := c-°
2 2
for alla € R. Visa att

sinh(2x) = 2sinh(x) cosh(z).

Solution:
Vi raknar

(a) For ett komplext tal z definiera absolutbeloppet |z| och konjugatet Z.



(b) Los ekvationen z 4 3z = 8 + 10i.

Solution:

(a) For ett komplext tal z = z + iy dir z,y € R &r absolutbellopet |z| =
/22 + y2 och konjugatet Z = x — 1y.

(b) For z = = + iy med z,y € R kan vi skriva om ekvationen till z + iy +
3(x —iy) = 8 4+ 10i som &r ekvivalent med 4a — 2iy = 8 + 10¢. Eftersom
imaginér- och realdelen av bada led maste vara lika far vi att 4z = 8, sa
x =2, och —2y = 10, sa& y = —5. Déarfor ar z = 2 — 5i.




