TATA79/TEN2 Dugga 2, 2017-12-11
Inledande matematisk analys
1.

Betrakta en funktion f: R\ {7} — M, dir M C R, som &r definierad enligt
uttrycket

fla) =22

(a) Utred vad méngden M maste vara sa att f &r bijektiv.

(b) Ge ett uttryck for f=1(y) som giller for alla y € M, dir M #r ditt svar
till (a).

Solution:
(a) Vi rdknar

_4x -3
T -7

Ty —3

y=f(x) ]

= yY(z—7) =423 = z(y—4) =Ty-3 <= x =
T
#£7

dér sista ekvivalensen giller om och endast om y # 4. Dérifran ser vi att
y = f(x) har en unik 16sning « # 7 om och endast om y # 4. Dirfor vélja
vi M =R\ {4}

(b) Fran rikningen 6van ser vi att

for alla y € R\ {4}.

2.
Betrakta den likbenta triangeln i figuren nedan med tva sidor av lingden a
och vinkeln i mellan lika med 2v.

(a) Visa att triangelns hojd dr a cos v och den tredje sidan har lingden 2a sin v.

(b) Rékna ut hojden av triangeln om den forst roteras sa att en sida med
langden a blir basen.

(c¢) Hitta tva uttryck for triangelns area och dérifran bevisa att
sin(2v) = 2sinwv cos v

for 0 < v < mw/4.



Solution:

(a) Vi delar triangeln i tva med en lodrit linje. Hjden blir lingden av den
lodrita stricken, det vill siiga a cosv. Strecket delar basen i tva och dérfor
ar halva basens langd lika med asinv. Darmed hér basen lingden 2a sinwv.

(b) Hojden av den roterade triangeln ir asin(2v).

(c) Arean av en triangel ir 3 (bas)(hjd). Det ger att arean ér bade 1 (2asinv)(acosv) =

a?sinv cosv och 1(a)(asin(2v)) = % sin(2v). Dérifran far vi att

2
a’sinvcosv = % sin(2v) = sin(2v) = 2sinvcosv

for 0 < v < m/4.




3. Betrakta en funktion f: Q — R som uppfyller regeln
fle+y) = f)f(y) (%)

for alla z,y € Q, samt likheten
fa) =m. (+5)
Anvind bara (x) och (xx) for att visa:
(a) f(0)=1[Tips: 0+1=1];

(b) Visa med induktion (6ver n) att f(nz) = f(z)™ for alla z € Q och alla
positiva heltal n.

Solution:

(a) Vivet att f(1) = f(1+0) = f(1)f(0). Eftersom f(1) =« &r 7 = 7 f(0)
sa f(0) = 1.

(b) Vi riknar att f(1 x x) = f(z) = f(z)!, sa fallet n = 1 stimmer.
Om vi antar att f(maz) = f(x)™ kan vi rdknar att
f((m+1)z) = f(ma + z) = f(ma)f(z) = f(2)" f(z) = f(a)" "

sa likheten 1 fallet n = m medfor likheten i fallet n = m + 1.

Enligt induktionsprincipen dr f(nz) = f(x)™ for alla ¢ € Q och positiva
heltal n.

4.
Hitta alla losningar 6 € R till ekvationen 2 — cos(26) — 3sin 6 = 0.

Solution:
Vi kan skriva om 2 —cos(260) —3sin 6 = (1—cos(20)) —3sinf+1 = 2(sin§)? —
3sinf + 1 sa ekvationen ar ekvivalent med

1 1
0= (sinf)* — gsine—l— 5= (sinf — 1) (sin&— 2) .
Losningar ér da alla 8 som uppfyller antingen sinf —1 = 0 eller sinf —1/2 = 0.
sin9—1=0<:>sin9=1<:>9:g+2k7r (ke Z) och
. . 1 T o
sm€—1/2:0(:>sm9:§<:>9=g+2k7r eller 9:€+2k7r (keZ).

Sa alla 16sningar &r

9:g+2k7r, 9:%+2k7r och ez%wlm

for alla k € Z.

5.



(a) Definiera a® f6r a > 0 och z € R.

(b) Lat b > 1 och definiera funktionen f: R — (0, 00) enligt formeln f(z) =
b®. Visa med hjilp av egenskaper hos exponentialfunktionen och den na-
turliga logaritmfunktionen att funktionen f &r bijektiv och ge en formel
for den inversa funktionen f~1.

Solution:
(a) a” ;= exp(zIn(a)) f6r a > 0 och z € R.

(b) For givet y € (0,00) vill vi vissa att det finns precis en 16sning = € R till
y=flz)=0"

y="b" <= y=exp(zln®)) < In(y) =zIn(b) < =z =

+
In(b) > 0

For givet y € (0,00) har vi att y = f(z) = z = 112%23 sa f dr injektiv

ochy = f(z) <= =z = 112((3;; sd f ar surjektiv. Darfor dr f bijektiv.
Formeln fér inversa funktionen #r da f~1(y) = In(y)/In(b).

6.
(a) Hitta alla w € C s att w? = 8 + 6i.
(b) Hitta alla z € C sa att 2% + (2 +4i)z — 11 — 2i = 0.

Solution:
(a) Sitt w = u+iv for u,v € R. DA dr u? — v? 4+ 2uvi = (u+1iv)? = 8 + 6i sa
u? —v? =8 och (1)
2uv = 6. (2)

Men eftersom |w|? = |8 + 64| 4r

u? + v = /82 4+ 62 = 10. (3)

Om vi adderar (1) och (3) far vi att 2u? = 18 och om vi subtraherar (1)
fran (3) far vi att 202 = 2. S&

u==+3 och v==l.

Ekvation (2) séger att w och v har samma tecken, sa vi har bara tva
moljigheter: v = 3 och v = 1, eller u = —3 och v = —1. Vi kan kolla att
bade w = 3+ i och w = —3 — ¢ uppfyller (1) och (2) och dérfor dr alla
16sningarna till w? = 8 + 6i.

(b) Vi kan skriva om 22 + (2 +4i)z — 11 — 2i = 0 som (z + (1 +2i))? = 8+ 6i
sa enligt forsta delen av uppgiften dr

24 (142i)=3+1i eller z+ (1+2i)=-3—1.

Darfor alla 16sningar dr z = 2 — i och z = —4 — 3i.



7. Vivet att
"n? &r jamnt delbart med 3”7 = "n &r jimnt delbart med 3” M

eftersom vi bevisade kontrapositionen i Dugga 1. Anviind (1) for att visa 16sningar
x till 22 = 3 #r irrationella.

Solution:
Vi ger ett motsiigelsebevis: Vi antar att @ = n/m for n,m € Z och x? = 3.
Vi far ocksa anta att n och m har inga gemensamma delare.

Vi raknar

n2

—2:x2:3 = n? =3m?
m

och dérfor dr n? jaimnt delbart med 3. Utfran (1) far vi att n fr jimnt delbart
med 3, d.v.s. n = 3k for nagot heltal k. Vi far rdkna igen att
Ok?  (3k)2  n?

2 = 2 _72:$2:3:>m2:3k2
m m m

och dérfor dr m? jimnt delbart med 3. Utfran (1) far vi att m &r jimnt delbart
med 3, och didrmed har vi bevisat att n och m har 3 som en gemensam delare.
Det dr ett motsiigelse och dérfér maste x vara irrationellt.




