TATA79/TEN1 Omdugga 1, 2015-11-28

Inledande matematisk analys

(a) Definiera a™ for a € R och n € N, och =" f6r a € R\ {0} och n € N.
(b) Bevisa att (ab)™ = a™b" for a,b € R och n € N.

(¢) Skriva 0.325325325... (det vill séiger azx—2 = 3, asg—1 = 2 och azx, = 5
for k € N) som ett brak.

Solution:

(a) a™ och a™™ for a € R och n € N.

ai=aa...a
—

for reella tal a och positiva heltal n. Vi definierar
a™ "= (a"H)"
for reella tal a # 0 och positiva heltal n.
(b) Vi far att

a™b" =aa...abb...b
S——
n ghnger n ginger

=(ab) aa...a bb...D
N—— ——

(n — 1) ganger (n — 1) ganger
(ab)(ab) aa...a bb...b
—— ——

(n — 2) ganger (n — 2) ganger

-+ = (ab)(ab)...(ab) = (ab)".
—

n ganger

(c) Sitt z = 0.325325325. ... Sa 1000z = 325.325325325 - - - = 325+ . Darfor
dr 999z = 325 och @ = 325/999.

(a) Definiera vad det betyder att séiga ¢ &r en infimum till en méngd A.
(b) Betrakta foljderna (an)nen och (by)nen som definieras enligt

3 3
an:n+ och b, =——
n n

for alla n € N.

(i) Bevisa att inf,, a,, = 1.



(ii) Bevisa att inf,, b, = —3.

Solution:
(a) Det betyder att

(i) ¢ < a for alla a € A, och
(ii) for varje € > 0 finns det a € A sa att a < £ + €.
(by (i) i n+3>nsia,=Mm+3)/n>1f1orallanecN.
ii. Betrakta ¢ > 0. Vi vill hitta ett n € N sa att
3 n+3

142 =
n

=a, <1l+e.

Olikheten &r uppfylld om vi véljer n att vara ett naturligt tal
storre &n 3/e.

(ii) 1. Observera att n > 1 for alla n € N som medfor att 1/n < 1 och
isin tur &r b, = —3/n > —3 for alla n € N.
ii. Betrakta e > 0. Vi vill hitta ett n € N sa att

3
——=b, < -3 +e¢.
n

Det racker att ta n = 1 eftersom —% =b < —-3+e¢.

3. Bevisa att

Solution:

Vi anvander induktion.

Om n = 0 &r vinsterledet Zi:1(3k2 +k) =3 x 12— 1 = 2 och hogerledet
ar 12(1+ 1) = 2 sa likheten stdmmer da.

Nu antar vi att likheten stdmmer for n = m och vi betraktar likheten da
n =m + 1. Vi far att

m+1 m
>3k - Z 32 — k) + (3(m +1)° — (m+1)) = m*(m + 1) + 3(m + 1)> — (m + 1))
k=1 k=

(m+1>(m2+3(m+1>—1) = (m+1)(m+1)(m+2) = (m+1)*((m+1) +1),

sa vi kan dra slutsatsen att likheten stdmmer om n = m + 1. Déarfor enligt
induktion géller likheten for alla n € N.

4.
(a) Definiera begreppet stringt vizande som géller for en funktion f: R — R.
(b) Betrakta en funktion f: R — R som definieras enligt formeln
f(z) =2® —62% + 120 — 8

for alla € R. Visa att f dr stringt viixande. [Tips: Faktorisera polyno-
met.]



Solution:

(a) En funktion f: R — R kallas {6r stringt vizande om x < y medfor att
f(z) < f(y) for alla z,y € R.

(b) Vi kan skriva f(z) = (x — 2)® och eftersom z +— x — 2 iir striingt viixande
ricker det att visa z — 2 #r stringt vixande. Sitt g(z) = z3. Om
0<z<yirg(y) —glx)=(y—z)(2*+2y+y?) >0ochomz <y <0 ér
g(y) —g(x) = (y — 2)(2®> + 2y + 3?) > 0. Om z < 0 < y enligt fallen Svan
ir g(z) < g(0) < g(x). Sa g och dirmed f &r stringt vixande.

5.

(a) Rikna summan
8
> 5(6)k.

(b) Réikna summan

42
7
=2

k=1

Har behover du inte rdkna ut potenser, det ricker att skriva om summan sa att
det har hogst tva termer som innehaller eventuella potenser.

Solution:

(a) Vi anvéinder formen > ;_; ar*~! = a1="- med n = 8, r = 6 och a = 30,
sa

ZS: 5(6)F = 28:30(6)’“1 —301= (©)° _ 6” — 6.
k=1

1-6
k=1

(b) Vianvéinder formen Y ;_, ar*~1 = alff:' medn=42,r=1/20ocha =7,
sa
42
7 1-(1/2)" 42
=7 = 14(1 — (1/2)*9).
Yo =Ty = M-




